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SİMGELER DİZİNİ 

 
Simgeler Açıklama 

 

� U diskinde analitik ve normalizasyonu sağlayan fonksiyonların sınıfı 

ℂ  Kompleks sayılar kümesi 

C U diskinde analitik, yalınkat ve konvekse yakın olan fonksiyonların 

sınıfı 

C(�) U diskinde analitik, yalınkat ve � mertebeli konvekse yakın 
olan fonksiyonların sınıfı 

�*  U diskinde analitik ve yalınkat olan q-konvekse yakın 

fonksiyonların sınıfı 

�*(�) U diskinde analitik, yalınkat ve � mertebeli q-konvekse yakın olan 

fonksiyonların sınıfı 

�, Orjin merkezli � yarıçaplı disk 

�(�/, �) �/ merkezli  �  yarıçaplı açık disk 
�(�/, �) �/ merkezli  �  yarıçaplı kapalı disk 

�∗ (�/, �) �/ merkezli  �  yarıçaplı delinmiş açık disk 

��(�/, �) �/ merkezli  �  yarıçaplı açık diskin sınırı 

�*�(�) � fonksiyonunun q-türevi 

�(�) U diskinin � fonksiyonu altındaki görüntüsü 

f ≺ g � fonksiyonunun � fonksiyonuna sabordine olması 

�(�) Koebe fonksiyonu 

K U diskinde analitik, yalınkat ve konveks olan fonksiyonların sınıfı 

K(�) U diskinde analitik, yalınkat ve � mertebeli konveks 
olan fonksiyonların sınıfı 

�* U diskinde analitik ve yalınkat olan q-konveks fonksiyonların sınıfı 

�*(�)  U diskinde analitik, yalınkat ve � mertebeli konveks 

olan fonksiyonların sınıfı 

ℕ Doğal sayılar kümesi 
P Reel kısmı pozitif analitik fonksiyonların sınıfı 

ℝ Reel sayılar kümesi 

ℛ  �� � > �  > 0, � ∈  � eşitsizliğini sağlayan  f  fonksiyonlarının sınıfı 

S U diskinde analitik, yalınkat ve normalizasyonu sağlayan 

fonksiyonların sınıfı 

�∗  U diskinde analitik, yalınkat ve yıldızıl olan fonksiyonların sınıfı 

�∗ (�) U diskinde analitik, yalınkat ve � mertebeli yıldızıl 
olan fonksiyonların sınıfı 

�∗  U diskinde analitik ve yalınkat olan q-yıldızıl fonksiyonların sınıfı 

�∗ (�) U diskinde analitik, yalınkat ve � mertebeli q-yıldızıl olan 

fonksiyonların sınıfı 

� Negatif katsayılı analitik, yalınkat fonksiyonların sınıfı 

�∗  U diskinde analitik, negatif katsayılı yalınkat ve yıldızıl olan 
fonksiyonların sınıf 

U {� ∈  ℂ : � < 1}, Açık birim disk 
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GİRİŞ 

 
Geometrik fonksiyonlar teorisindeki en güzel konulardan birisi yalınkat fonksiyonlar 

teorisidir. Bu konunun temeli Koebe'nin 1907 de yayınladığı makalesi olup, bunu 1914 

de Granwall'ın alan teoreminin ispatı ve 1916 da Bieberbach'ın yalınkat fonksiyonların 

ikinci dereceden katsayıları için sonucu ve onun özellikleri izlemiştir. 

 
Kompleks düzlemin basit bağlantılı bir öz alt kümesini birim diske konform olarak 

dönüştüren bir dönüşümün varlığı Riemann dönüşüm teoremi olarak bilinir. Bu nedenle 

keyfi basit bağlantılı bölgeler üzerinde tanımlanan yalınkat fonksiyonlarla çalışmak 

yerine birim diskte tanımlanan yalınkat fonksiyonlarla çalışmak çoğu kez kolaylık 

sağlar. Yalınkat fonksiyonlar üzerindeki çalışmalar, � = � ∈  ℂ  ∶  � < 1 birim 

diskinde analitik, yalınkat ve � 0 = �′ 0 − 1 = 0 normalizasyonunu sağlayan f 

fonksiyonların oluşturduğu bir S sınıfı üzerinde yoğunlaşmıştır. 

 
Geometrik fonksiyonlar teorisinde, analitik fonksiyonların çeşitli alt sınıfları farklı bakış 

açılarıyla çalışılmıştır. Kesirsel q-kalkülüs, analitik fonksiyonların alt sınıflarını 

oluşturmada önemli bir araç olmuştur. Örneğin; yalınkat fonksiyonlar teorisinin 

genişlemesi, q-kalkülüs teori kullanılarak ifade edilebilir. Tarihsel olarak konuşmak 

gerekirse, aslında Geometrik Fonksiyonlar Teorisinin kaynağında, q-kalkülüs 

kullanımının sağlam bir temeli bulunur ve basit (veya q-) hipergeometrik fonksiyonlar 

ilk kez Srivastava (1989) tarafından bir kitap bölümünde Geometrik Fonksiyon Teoride 

kullanıldı. q-kalkülüs uygulaması Jackson (1908,1910) tarafından çalışılmaya 

başlanmıştır. q-türev ve q-integral ilk kez Jackson tarafından geliştirilmiştir. Aslında, 

yalınkat fonksiyonlar teorisi q-kalkülüs teori kullanılarak ifade edilebilir. Dahası; 

kesirsel q-integral operatör ve q-türev operatörleri gibi q-kalkülüs operatörleri ile 

analitik fonksiyonların birçok alt sınıfı oluşturuldu. Son dönemlerdeki bir makalede, 

Purohit ve Raina (2013) açık birim diskte analitik olan fonksiyonların yeni sınıflarını 

tanımlamak için kesirsel q-kalkülüs operatörlerinin uygulamalarını inceledi. Daha sonra 

Mohammed ve Darus (2013), kompakt diskte analitik fonksiyonların bazı alt 

sınıflarında bu q-operatörlerin geometrik özelliklerini ve yaklaşımını çalıştı. 
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1. ÖN BİLGİLER 

 
 

Bu bölümde, sonraki bölümlerde kullanılacak temel tanım ve teoremler verilecektir. 

Ayrıca, q-kalkülüs deki notasyonlar ve bazı temel tanımlar ile q-türev operatörü ve 

özellikleri verilecektir. 

 
1.1. Temel Kavramlar 

 
 

Bu bölümde verilecek temel tanımlar ve teoremler ile ilgili ayrıntılar Pommerenke 

(1975), Goodman (1983) ve Annaby ve Mansour (2012) de bulunabilir. 

 
1.1.1. Tanım.  ℂ  kompleks sayılar kümesi, �/ ∈  ℂ  ve � > 0 olmak üzere, 

 

�(�/, �) = {� ∈  ℂ :  � − �/ < �} 
 

 

�(�/, �) = {� ∈  ℂ :  � − �/ ≤ �} 

 

�∗ (�/, �) = {� ∈  ℂ : 0 <  � − �/ < �} 

 
��(�/, �) = {� ∈  ℂ :  � − �/ = �} 

 

kümelerine sırasıyla �/ merkezli � yarıçaplı açık disk, kapalı disk, delinmiş açık disk ve 

çember denir. Bundan sonra �(0, �) açık diski �, ile ve � 0,1 birim diski � ile 

gösterilecektir. 

 
1.1.2. Tanım.  � ⊂  ℂ   ve  �/ ∈  �  için  �(�/, �) ⊂  �  olacak şekilde bir  � > 0  sayısı 

varsa  �/ noktasına � kümesinin bir iç noktası denir. Eğer � kümesinin bütün 

noktaları iç nokta ise � kümesine açık küme ve tümleyeni açık olan kümeye de kapalı 

küme denir. � kümesini içeren kapalı kümelerin kesişimine � kümesinin kapanışı denir 

ve � ile gösterilir. � kümesini içeren en geniş açık kümeye veya � kümesinin bütün iç 

noktalarının kümesine � kümesinin içi denir ve �/ ile gösterilir. 
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1.1.3. Tanım. � ⊂ ℂ  ve � ∈  ℂ  olsun. Her �(�, �) diski ile � ve � nın tümleyeni olan 

�W kümesinin  kesişimi  boş  kümeden  farklı  ise � noktasına � kümesinin  sınır  noktası 

denir. 

 
 

1.1.4. Tanım. �, ℂ  nin bir alt kümesi olsun. � ∈  ℝ bir sabit olmak üzere, � ∈  � iken 

�� ∈  � ise, � kümesine �-geometrik küme denir. 

 

1.1.5. Tanım. � ⊂ ℂ  herhangi bir küme, U ve V, ℂ  de ayrık açık iki küme olsun. Eğer 

� ∩ � ≠ �, � ∩ � ≠ � ve � ⊂ � ∪ � ise A kümesine bağlantısızdır denir. 

Bağlantısız olmayan kümeye bağlantılıdır denir. Açık ve bağlantılı bir kümeye bölge 

denir. 

 
1.1.6. Tanım. Bir X vektör uzayında � �, � = � = �� + 1 − � �: 0 ≤ � ≤ 1 

kümesine, a ve b noktalarını birleştiren doğru parçası denir. a ve b fonksiyonlarına 

� �, � doğru parçasının uç noktaları, 0 < � < 1 için c noktasına da � �, � doğru 

parçasının  iç  noktası  denir.  Bir  � ⊂ �  alt  kümesi  verildiğinde  her  �, � ∈  �  

için 

� �, � ⊂ � oluyorsa C ye konveks küme denir. Eğer C konveks kümesindeki bir a 

noktası herhangi bir � �, � ⊂ � doğru parçasının bir iç noktası değilse a noktasına C 

kümesinin ekstrem noktası denir. C kümesinin ekstrem noktalarının kümesi E(C) ile 

gösterilir (Goodman 1983). 

 
1.1.7. Tanım. [�, �] kapalı aralığının � = �(�) sürekli fonksiyonu altındaki resmine ℂ  

de bir yol veya eğri denir. Her � ∈  [�, �] için �′(�) mevcut ve �′(�) ≠ 0 ise eğriye 

düzgün eğri, [�, �] aralığının sonlu sayıda alt aralıklarında düzgün olan eğriye parçalı 

düzgün eğri denir. Kendi kendini kesmeyen eğriye basit eğri, uç noktaları bitişik bir 

eğriye kapalı eğri ve sadece uç noktalarında kesişen eğriye de basit kapalı eğri veya 

Jordan eğrisi denir. � ⊂ ℂ  bölgesinde her basit kapalı eğrinin sınırladığı küme sadece B 

kümesinin noktalarından oluşmuş ise B bölgesine basit bağlantılı bölge denir. 

 
1.1.8. Tanım. � ⊂ ℂ  olsun. Her � ∈  � için � ≤ � < ∞ olacak şekilde � > 0 sayısı 

varsa � kümesine sınırlıdır denir. � kümesinde alınan her dizinin yığılma noktası 

yine 

� kümesine ait ise � kümesine kompakt veya dizisel kompakt denir. 
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1.1.9. Teorem. � ⊂ ℂ  kümesinin kompakt olması için gerek ve yeter şart kapalı ve 

sınırlı olmasıdır. 

 
1.1.10. Tanım. � ⊂  ℂ  olmak  üzere  �: � → ℂ  bir  fonksiyon  ve  �/ ∈  � olsun.  Her 

� > 0 sayısı için 

 

�[� ∩ �(�/, �)] ⊂  �(�(�/), �) 

 

şeklinde  bir  � = �(�, �/) > 0 sayısı  varsa  �  fonksiyonuna  �/ noktasında  süreklidir 

denir. Eğer her � ∈  � noktası için 

 

�[� ∩ �(�/, �)] ⊂  �(�(�), �) 

 

şeklinde bir � = �(�) > 0 sayısı varsa � fonksiyonuna � kümesinde düzgün süreklidir 

denir.  Eğer  lim �p = �/ özelliğinde  her  bir  (�p) dizisi  için  lim �(�p) = �(�/) ise  � 

fonksiyonuna  �/ noktasında  dizisel  süreklidir  denir.  ℂ   kompleks  sayılar  kümesinde 

dizisel süreklilik ile süreklilik birbirini gerektirir. 

 
1.1.11. Tanım.  � bir B bölgesinde kompleks değişkenli bir fonksiyon ve �/ ∈  � olsun. 

Eğer 

 
 

lim 
� �  − � �/ 

q→qr � − �/ 
 
 

limiti mevcut ise � fonksiyonuna �/ noktasında diferansiyellenebilir veya türevlenebilir 

denir.  Limit  değerine  de � fonksiyonunun �/ noktasındaki  türevi  adı  verilir  ve �′(�/) 

ile  gösterilir.  Eğer � fonksiyonu �/ noktasının  belli  bir  komşuluğunda  bulunan  bütün 

noktalarda diferansiyellenebilir ise � fonksiyonuna �/ noktasında analitiktir denir. 

 
1.1.12. Teorem. Eğer � fonksiyonu �/ merkezli ve R yarıçaplı bir � çemberinin içinde 

analitik ise, bu durumda � eğrisinin içinde bulunan her z noktasında 
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  /  

 
� � = 

v 

 
pw/ 

�p 

� 

�! 

 
� − �/ 

p (1.1) 

 
 

dir. Buna � �  fonksiyonunun �/ noktasındaki Taylor açılımı adı verilir (Nehari 1952). 

 

1.1.13. Tanım.  � �   fonksiyonu  bir  �/ noktasının  �∗ (�/, �) delinmiş  komşuluğunda 

analitik ancak �/ noktasında analitik değilse � fonksiyonu için �/ noktasına ayrık(tekil) 

nokta adı verilir. 

 
1.1.14. Teorem.  Eğer �/ noktası � fonksiyonunun  ayrık  tekil  noktası  ise � fonksiyonu 

�∗ (�/, �) delinmiş diskinde 
 
 

v v v 

� �  = �p � − �/ 
p = �xp � − �/ 

xp + �p � − �/ 
p

 (1.2) 

pwxv pwy pw/ 

 

 
açılımıyla    temsil    edilir.    Buna    � �    fonksiyonunun    �/  noktasının    delinmiş 

komşuluğundaki Laurent açılımı denir (Nehari 1952). 

 
1.1.15. Tanım. �(�) fonksiyonu (1.2) ifadesiyle verilsin. Burada eğer sonlu sayıda �xp 

katsayısı sıfırdan farklı, diğer tüm katsayılar sıfır ise �/ noktasına � �  fonksiyonunun 

kutup noktası denir. 

 
1.1.16. Teorem (Maksimum Modül Teoremi). � � fonksiyonu sınırlı bir � 

bölgesinde analitik ve kapanışında sürekli ise � � , � bölgesinin sınırında maksimum 

değerini alır. Ayrıca, � � fonksiyonu sabit ise � � , � bölgesinin bir iç noktasında 

maksimum değerini alır. 

 
1.1.17. Teorem (Schwarz Lemma). � fonksiyonu U açık birim diskinde 

� 0 = 0 ve �(�) < 1 özelliğinde analitik bir fonksiyon olsun. O halde U da 

�(�) < � ve �′(0) < 1 dir. Eşitlik � � = �z{� fonksiyonu için geçerlidir. 
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1.1.18. Teorem  (Schwarz-Pick  Lemma). � ∈  � olmak üzere �(�) < 1 olacak 

şekilde � ∶  � → ℂ  analitik fonksiyonu verilsin. Bu durumda � ∈  � için, 
 

 

 

�′ � < 
 
 

dir (Graham ve Varolin 1996). 

 
 

1.1.19. Tanım. Kompleks düzlemin bir D bölgesinde �: � → ℂ  sürekli dönüşümü 

verilsin.  Eğer  bir �/ ∈  � noktasından  geçen  ve  aralarında � açısı  bulunan  herhangi  iki 

düzgün   �y  ve   �|  eğrilerinin;   � �y  ve   � �|  resim   eğrilerinin   de   �/ = � �/ 

noktasında  aralarında  yön  ve  büyüklük  bakımından � açısı  varsa, � fonksiyonuna 

�/ noktasında  bir  konform  dönüşümdür  denir.  Eğer � fonksiyonu  her �/ ∈  � 

noktasında konform ise � fonksiyonuna D bölgesinde konformdur denir. 

 
1.1.20. Teorem (Riemann Dönüşüm Teoremi). D, kompleks düzlemin basit bağlantılı 

bir öz alt kümesi ve �/ ∈  � noktası verilmiş olsun. Bu taktirde � �/  = 0, � > �/  > 0 

özelliğinde D yi U birim diski üzerine birebir olarak resmeden bir tek f analitik 

fonksiyonu vardır (Riemann 1851). 

 
Riemann Dönüşüm Teoremi gereği basit bağlantılı bir bölgede yalınkatlıkla ilgili 

problemleri çözmek için bu bölge yerine U birim diskini almak daha uygundur. 

 
1.2. q-Kalkülüs de Notasyon ve Tanımlar 

 
 

Bu kısımda, q-kalkülüs kavramına ait bazı notasyon ve tanımlar verilecektir (Jackson 

1908, Aral ve ark. 2013). 

 
1.2.1. Tanım. � > 0 olmak üzere, � ∈  ℕ için q-tamsayısı � *, 

 

 
 

� * = 
, � ≠ 1 

� = 1 

1 − �(�) | 

1 − � | 

1 − �p
 

1 − � 

�, 
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� *! � − � *! 

* 

* 

ile tanımlanır. 

 
 

Herhangi � reel sayısı için de bu tanım verilebilir. Bu durumda � * bir q-reel olarak 

adlandırılır. 

 
1.2.2. Tanım. � > 0 olmak üzere, � ∈  ℕ için q-faktöriyeli � *!, 

 

 

� ! = 
� * � − 1 * ⋯  , 1 *, � = 1,2, … 

1, � = 0 
 
 

ile tanımlanır. 

 
 

1.2.3. Tanım. �, � ∈  ℕ için q-binom katsayıları 
 
 

� 
� * 

= 
� *! 

 
, 0 ≤ � ≤ � (1.3) 

 

 

ile tanımlanır. 

 
 

q-binom katsayıları 
 

 

� 
� * 

= 
� − 1 

� − 1 * 
+ �É � − 1 

� * 

 
(1.4) 

 

 

ve 
 

 

� 
� * 

= �pxÉ � − 1 

� − 1 * 
+ 

� − 1 

� * 

 
(1.5) 

 

 

denklemlerini sağlar. 
 
 

1.2.4. Tanım. 1 + � p nin q-analoğu 
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� * 

1 + � p = 
1 + � 1 + �� . . . 1 + �pxy� , � = 1,2, … 

* 1, � = 0 
 
 

polinomudur. 

 
 

Ayrıca genel Pochhammer sembolünün bir q-analoğu 
 
 

pxy 

�; � / = 1, �; � p = 1 − �z� , 

zw/ 

v 

�; � v = 1 − �z� 

zw/ 

 
 

dir. 

 
 

1.2.5. Tanım. Gauss Binom formülü 
 
 

 
� + � 

p 
p = � 

 
�z Üxy   |�Ü�pxÜ 

* 

Üw/ 
� * 

 
 

dir. 

 
 

1.2.6. Tanım. Heine Binom formülü 
 

 
v 1 

= 1 + 

 
� 

* 

 
� + 1 

 
*. . . � + � − 1 

 
* 
�Ü 

 
Üwy 

� *! 

 
 

dir. 
 

 

Ayrıca, 
 

 
p 

�p = 
�

 
* 

 
 
� − 1 Ü 

Üw/ 

 
 

eşitliği önemli bir özelliktir. 

1 − � p * 
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1.3. q-Türev 

 
 

Bu kısımda q-türev tanımlanacak ve bazı özelikleri verilecektir. � = 1 durumunda 

bilinen türev bağıntıları elde edilir (Jackson 1908, Aral ve ark. 2013). 

 
1.3.1. Tanım. Bir � fonksiyonunun q-türevi �*�, 

 

 
 

�* � � = ,  � ≠ 0 (1.6) 
 
 

ile tanımlanır ve � > 0  varsa   �*� 0  = � > 0  dır. 

 

� diferansiyellenebilir ise 
 
 

 
lim � 

 
� � = lim 

= 
�� � 

*→y 
*
 *→y �

� 
 
 

dir. 

 
 

q-türev tanımından aşağıdaki kurallar elde edilir: 
 
 

�*�
É

 

1 − �É
 

= 
1 − � 

�
 

 
Éxy 

 
(1.7) 

 
 

dir. 

 
 

Bir fonksiyonun q-türevinin bir lineer operatör olduğu açıktır. Yani, herhangi a ve b 

sabitleri için 

 
 

�* �� �  + ��  = ��* �   + ��* �                           (1.8) 

 

dir. 

� � − � 
�� 

1 − � � 

� �� − � 
� 

� − 1 � 
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� �� � �� − � � 

� − 1 � 

� � 

� 
�� 

� � 

� 
�� 

� 
�� 

Şimdi, Tanım 1.3.1 kullanılarak � ≠ 0 olmak üzere çarpımın q-türevi 
 

 

�* 
 

� � �  = 

 
= 

 

= + 
 

= � �� �*� �  + �*� � � � (1.9) 

 

olarak bulunur. 

� ile � yer değiştirdiğinde 

 

�* � � �   = � � �*� � + �*� � � �� 
 

 

elde edilir. 

 
 

q-türev operatörü için Leibniz kuralı 
 
 

É 

� p �� � =
 

�
 

 
� 

É 
� ��pxÉ � 

pxÉ 
� � 

* 

pw/ 
� * * * 

 
 

olarak tanımlanır. 

 
 

� ile � nin bölümüne Tanım 1.3.1 uygulanırsa, 
 

 

 

�* 
 

= 

 

= 

 
1 

= �* 

 
− + − 

 

+ 

 

� � + 

� �� � �� − � � � 
� 

� − 1 � 
� �� � �� − � �� � � + � �� � � − � � 

� � 

� − 1 � 
� ��  − � � � � 

� − 1 � 

� � 

� � 

1 � 
�� � − 1 � � 

�� 

� � 

� � 

1 � �� − � � 

� �� � − 1 � 

1 � � � � − � � � �� 

� − 1 � � �� � � 

� � � � − � �� 

� �� � � � − 1 � 
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� �� � � 

� �� � � 

� ��å�å − � ��å
 

� �å� − � � 

= 
� � �*� � − � � �*� �  

(1.10) 
 
 

 

elde edilir. 

 
 

Ayrıca, (1.10) eşitliği 
 
 

 
�* = 

� �� �*� � − � �� �*� � 

 
 

 

şeklinde de yazılabilir. 

 
 

q-türev için genel bir zincir kuralı yoktur. Ancak, �, � sabit ve � = � � = ��å olmak 

üzere,  �  �    formundaki fonksiyonlar için bir zincir kuralı verilebilir.  Bu  zincir 

kuralı için 

 

�* � � � = �* � ��å 
 

 
= 

 
 
 
 

��å�å − ��å
 

= 
��å�å − ��å 

.
 

= 
�å� − � 

.
 

� − 1 � 

 
 

yazılır. Bunun sonucu olarak 

 
 

�* �  �  = �*ç� (� � )�* �  
 
 

elde edilir. 

 
 

1.3.2. Önerme. � ≥ 1 için, 

� � 

� � 

� ��å�å − � ��å
 

� − 1 � 

� �� − � 
� 

� − 1 � 
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1 + � pèy 
* 

1 + �� p 1 + � p * * 

1 + �p� 1 + � p * 

1 + � pèy 
* 

* 

* 

* 

* 

* 

* 

p 

�* 1 + � p = � * 1 + �� 
pxy 
* 

 
 

 
�* = − 

� *
 

 
 
 

dir. 

 
 

İspat. Tanım 1.3.1 gereği, 
 
 

 

�* 1 + � p 
1 + �� p − 1 + � p 

 

 

pxy 

= 1 + �� * 

 
= � * 1 + �� 

 

 
pxy 
* 

 
 

dir. Diğer yandan, (1.10) gereği, 
 
 

 
�* = − 

�* 1 + � * 

 

= − 
� *

 

= − 
� *

 

 
 
 

dir. 

 
 

1.3.3. Uyarı. � ≥ 1 ve �, �, �, � ∈  ℝ olsun. Bu takdirde 
 
 

�* � + �� p = � *� � + 

��� 

pxy 
* 

 
 

�* �� + � p = � *� �� + 

� 

pxy 
* 

 
 

ve 

� − 1 � 

1 

1 + � p * 

1 + �p� − (1 + �) 

� − 1 � 

1 

1 + � p * 

, 

= 

, 



13  

1 + �� ë * 

* 

 

 
�* 

 
1 + �� 

 
, 
* 
= � *� 

 
1 + 
��� 

 
,xy 
* 

 
− � � * 

 

1 + �� , 

 
 
 

dir. 

1 + ��� ë * 1 + �� ëèy
 * 



14  

2. ANALİTİK YALINKAT FONKSİYONLAR 

 

 
Bu bölümde U birim diski üzerinde tanımlı analitik yalınkat fonksiyonların sınıfı ve 

bazı alt sınıflarına ait fonksiyonların genel özellikleri verilecektir. Ayrıca reel kısmı 

pozitif analitik fonksiyonların sınıfı tanıtılacaktır. 

 

 
2.1. Analitik Yalınkat Fonksiyonlar ve Temel Özellikleri 

 

Bu kısımda birim diskte analitik, yalınkat ve normalize edilmiş fonksiyonların S sınıfı 

verilecektir. 

 
2.1.1. Tanım. D kompleks düzlemde bir bölge olsun. �: � → ℂ  fonksiyonu birebir ise � 

fonksiyonuna D de yalınkat veya ünivalent fonksiyon denir. Diğer bir deyişle her 

�y, �| ∈  � için � �y  = � �|  iken �y = �| ise � fonksiyonuna  D  de  yalınkattır  denir. 

Geometrik olarak, düzlemde � � görüntü bölgesinin katlı bölge olmaması şeklinde 

ifade edilir. 

 
D bölgesinde yalınkat bir fonksiyon, D bölgesinin bütün alt kümelerinde de yalınkattır. 

 
 

2.1.2. Tanım.  U  birim  diskinde  analitik  ve � 0  = � > 0  − 1 = 0 koşulunu  sağlayan 

fonksiyonların sınıfı � ile gösterilir. Her � ∈  � fonksiyonu, 

 

∞ 

� �  = � + �|�
| + �#�

# + ⋯  + �p�p + ⋯  = � +
 �p�
p

 

pw| 

 
(2.1) 

 
 

şeklinde bir Taylor serisi ile ifade edilebilir. 

 
 

2.1.3. Tanım.  U  birim  diskinde  analitik,  yalınkat  ve � 0  = � > 0  − 1 = 0 koşulunu 

sağlayan (2.1) formundaki fonksiyona normalize edilmiş analitik yalınkat fonksiyon 

denir. U da analitik yalınkat normalize edilmiş bütün fonksiyonların sınıfı S ile 

gösterilir. Buna göre; 
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� =  �: �: U → ℂ , analitik ve yalınkat, � 0  = � > 0  − 1 = 0 
 
 

dir. 

 
 

Aşağıda � sınıfına ait bazı fonksiyon örnekleri verilmiştir. 

 

i. � � = � özdeşlik fonksiyonu U yu kendi üzerine resmeder. 
 
 

 
ii. � � =  q 

(yxq) 
= � + 2�| + 3�# + ⋯   fonksiyonu Koebe fonksiyonu olarak 

adlandırılır. � = q 
(yxq) 

denirse  ��| −  2� + 1 � + � = 0 yazılır.  z  ye  göre  ikinci 

dereceden bu ifadenin köklerinin varlığı 

 
 

Δ = 1 + 4� > 0, (� ∈  ℝ) 

 

olmasıyla mümkün olacağından � < −1/4 olamaz. O halde � � dönüşümü U yu −∞ 

dan -1/4 e kadar negatif reel ekseni çıkartılmış karmaşık düzlem üzerine konform olarak 

resmeder. 

 

 

 

 

Şekil 2.1.  k  �  görüntü bölgesi 

 

iii. � = � � = �/(1 − �) fonksiyonu U yu Re � > −1/2 yarı düzlemine birebir olarak 

resmeder. 

õ 

õ 
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iv. � � = y log yèq fonksiyonu U yu − † < ��(�) < † yatay şeridi üzerine birebir 
| yxq ° ° 

olarak resmeder. 

 

v. � �  = � − y �| fonksiyonu U yu bir kardioidin içi üzerine birebir olarak resmeder. 
| 

 
 

Yalınkat fonksiyonlar teorisinde önemli yeri olan Bieberbach Teoremi, S sınıfına ait bir 

� fonksiyonu için �| katsayısının hesaplanmasında büyük rol oynar. 

 

2.1.4. Teorem (Bieberbach Teoremi). S sınıfındaki her � fonksiyonu için �| ≤ 2 

eşitsizliği sağlanır. Eşitlik hali, v 
pwy 

��p = � + 2�| + ⋯  şeklinde Taylor seri açılımına 

sahip � � = q 
yxq 

Koebe fonksiyonu ve rotasyonları tarafından sağlanır (Bieberbach 

1916). 

 

2.1.5. Teorem (Koebe Dörtte Bir Teoremi). � ∈  � ve � fonksiyonu � değerini 

almasın. Yani � � = � denkleminin U da çözümü olmasın. Bu durumda � ≥ y dür. 
° 

Eşitlik, Koebe fonksiyonu ve rotasyonları tarafından sağlanır (Koebe 1907). 

 
 

Koebe Dörtte Bir Teoremi, S sınıfına ait her � fonksiyonun �(�) görüntü bölgesinin 

orijin merkezli 1 4 yarıçaplı açık bir diski kapsadığını gösterir. 

 
2.1.6. Teorem (Bieberbach Tahmini). S sınıfına ait her � fonksiyonu � ≥ 2 olmak 

üzere �p ≤ � eşitsizliğini sağlar. Eşitlik ancak ve ancak Koebe fonksiyonu ve 

rotasyonları için sağlanır (Bieberbach 1916). 

 
Aşağıdaki teorem S sınıfının bazı elemanter dönüşümler altında değişmez kaldığını 

gösterir. 

 
2.1.7. Teorem. � ∈  � ve � ∈  � ise aşağıda tanımlanan � fonksiyonları da S sınıfına 

aittir. 

 

(i)          � �  = �(�) = � + �|�
| + �#�

# + ⋯   eşlenik dönüşümü. 

õ 
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¶(q™) ™ 

q™ 

(ii) � ∈  ℝ olmak üzere, � � = �xz{�(�z{) rotasyonu. 

 

(iii) 0 < � < 1 için � � = y �(��) genişlemesi. 
, 

 
 

(iv) � < 1 ve � � = qè• 
yè•q 

olmak üzere � � = disk otomorfizmi. 

 
 

 

(v) � ∈  Zè için � � = 
™

 

 
� �p = 

´ 

kök dönüşümü. 
 

 

(vi) � � ≠ � olmak üzere � � = ¨¶(q) 
¨x¶(q) 

atlanmış değer dönüşümü. 

 
 

(vii) �, � fonksiyonunun değer kümesi üzerinde yalınkat ve analitik bir fonksiyon 

olmak üzere � � = � ∘  � (�) bileşke dönüşümü. 

 

2.1.8. Tanım. �y � = � + 

fonksiyonların konvolüsyonu 

v 
pw| 

�p�
p , �| � = � + v 

pw| 
�p�

p ∈  
� 

olsun. Bu 

 
 

v 

�y � ∗  �| �  = � + �p�p�
p

 

pw| 

 
 

ile tanımlanır. 
 
 

2.1.9. Tanım. � � = � − v 
pw| 

|�p|�
p formundaki analitik ve yalınkat fonksiyonların 

oluşturduğu sınıf � sınıfı olarak adlandırılır. � sınıfı, S nin bir alt sınıfıdır. 

 

2.2. P Sınıfı ve Temel Özellikleri 

 
 

Bu kısımda U birim diskinde analitik ve reel kısmı pozitif olan fonksiyonların sınıfı 

tanımlanacak ve kompleks düzlemde sabordinasyon prensibi verilecektir. 

 
2.2.1. Tanım. U birim diskinde analitik � 0 = 1 ve � ∈  � için �� �(�) > 0 olan 

¶  ß  q  x¶(•) 

(yx • õ)¶®(•) 
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v 

� �  = 1 + �y� + �|�
| + ⋯  = 1 + �p�p

 

pwy 

 

 
şeklinde tanımlı fonksiyonlara reel kısmı pozitif analitik fonksiyon denir. U birim 

diskinde reel kısmı pozitif analitik fonksiyonların sınıfı P ile gösterilir. 

 

� ∈  � 
için, 

 
� � = 

1 + � 

1 − � 
 

 

fonksiyonu P sınıfına ait önemli bir fonksiyondur. Bu fonksiyon U birim diskini 

�è = � ∈  ℂ : ��� > 0 bölgesi üzerine konform olarak resmeder. Bir anlamda Koebe 

fonksiyonunun S sınıfında oynadığı temel rolü, p fonksiyonu P sınıfında oynar. 

 
P sınıfına ait bir fonksiyon yalınkat olmak zorunda değildir. Örneğin, � ≥ 2 tamsayısı 

için � � = 1 + �p fonksiyonu P sınıfına aittir fakat U birim diskinde  yalınkat değildir. 

 
Aşağıdaki teorem P sınıfına ait fonksiyonların belli işlemler altında değişmez kaldığını 

gösterir. 

 
2.2.2. Teorem. �, �y ve �| fonksiyonları P sınıfına ait ise aşağıda verilen � 

fonksiyonları da P sınıfına aittir. 

 
 

(i) � ∈  ℝ için � � = �(�z•�) . 

 

(ii) −1 ≤ � ≤ 1 için � � = �(�) W veya � � = �(��) . 

(iii) � � = 1 �(�) . 

(iv) �y, �| > 0  ve  �y + �| ≤ 1  için  � �  =  �y(�) W´ �|(�) Wõ. 
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y 

± 

qè’ 

yx’q 

�| 
| 

y 

(v) � ∈  �, � �  = � + �� ise � � = � − �� . 
 

 

(vi) � ∈  ℝ için � � = ¶ q èz¡ . 
yèz¡¶(q) 

 
 

2.2.3. Teorem.   Eğer reel kısmı pozitif olan  � �  = 1 + �y� + �|�
| + ⋯   fonksiyonu 

U da analitik bir fonksiyon ise 
 
 

�p ≤ 2  (� ∈  ℕ =  1,2, … ) 
 
 

ve 

 
�| − 

 
≤ 2 − 

2
 

 

 

dir (Pommerenke 1975). 

 
 

2.2.4. Lemma. � ∈  � ise, � ≤ 1 ve � ≤ 1 olmak üzere, 

 

2�| = �| + �(4 − �|) 
y y 

(2.2) 

4�# = �# + 2 4 − �| �y� − �y 4 − �| �| + 2 4 − �|   1 −  � | � 
y y y y 

 
 

dir (Grenander ve Szegö 1958). 

 
 

2.2.5. Lemma. � ∈  � ise, 
 
 

 
�| − ��|  ≤ 

−4� + 2,  � ≤ 0 ise 
2, 0 ≤ � < 1 ise 
4� − 2, � ≥ 1 ise 

 
(2.3) 

 
 

dir (Ma ve Minda 1994). 

�y
| 

2 
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2.2.6. Teorem  (Sabordinasyon  Prensibi).   �y(�)  ve   �|(�)  fonksiyonları   U   birim 

diskinde tanımlanmış analitik iki fonksiyon olsun. �(�) fonksiyonu U da tanımlı, 

analitik ve � 0 = 0 , �(�) < 1 koşullarını sağlayan bir fonksiyon olmak üzere 

�y  �  = �|  �    şeklinde ifade edilebiliyorsa �y � fonksiyonu �| � fonksiyonuna 

sabordinedir denir ve �y � ≺ �| � ile gösterilir (Goodman 1983). 

 

 
 

Şekil 2.2. 

 
 

Sabordinasyon Prensibi Schwarz Lemmasının genelleştirilmiş halidir. � � = � olarak 

alındığında Sabordinasyon Prensibi Schwarz Lemmasına dönüşür. 

 
Aşağıdaki teorem sabordinasyon prensibinin geometrik yorumunu verir. 

 
 

2.2.7. Teorem. �y � ve �| � fonksiyonları U birim diskinde tanımlı analitik iki 

fonksiyon olsun. �| � fonksiyonu U birim diskinde yalınkat ise �y � fonksiyonunun 

�| � fonksiyonuna sabordine olması için gerek ve yeter şart 

 

�y 0  = �| 0 ve �y  �  ⊂ �| � 
 
 

olmasıdır (Goodman 1983). 

 
 

2.2.8. Tanım. A ve B keyfi iki sabit sayı olsun. −1 ≤ � < � ≤ 1 olmak üzere U da 

analitik  � �  = 1 + �y� + �|�
| + ⋯   fonksiyonlarının ailesi �(�, �) ile gösterilir. 
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2.2.9. Teorem. Her � ∈  � için � 0 = 0, �(�) < 1 koşullarını sağlayan ve U da 

analitik olan � � fonksiyonlarının ailesi Ω olsun. � � fonksiyonunun �(�, �) sınıfına 

ait olması için gerek ve yeter şart her � ∈  � ve �(�) ∈  Ω için 

 

� � = 
1 + ��(�) 

1 + ��(�) 
 
 

olmasıdır (Janowski 1973). 

 
 

2.3. Analitik Yalınkat Fonksiyonların Bazı Alt Sınıfları 

 
 

Bu kısımda, birim diskte analitik yalınkat fonksiyonların görüntü bölgelerinin yıldızıl, 

konveks ve konvekse yakın bölge olması durumunda oluşan alt sınıflar tanımlanacaktır. 

 
2.3.1. Tanım. � ⊂ ℂ  olsun. Eğer sabit bir �/ ∈  � noktasını her bir � ∈  � noktasına 

birleştiren doğru parçası A içinde kalıyorsa, yani her � ∈  0,1 için 1 − � �/ + �� ∈  � 

ise A kümesine �/ noktasına göre yıldızıl küme denir. Eğer bütün �y, �| ∈  � 

noktalarını  birleştiren  doğru  parçası  A  içinde  kalıyorsa,  yani  her   � ∈   0,1   için 1 

− � �/ + �� ∈  � ise A kümesine konveks küme denir. Diğer bir deyişle, konveks 

küme her bir noktasına göre yıldızıl olan kümedir. 

 
2.3.2.  Tanım.   � ∈   0,1 , � ∈  �(�,)  ve   �/ ∈  �,  olsun.  Eğer   �  fonksiyonu �, de 

yalınkat ve  �(�,)  bölgesi  �/ = �(�/)  noktasına göre yıldızıl ise � fonksiyonuna  �, 

üzerinde �/ noktasına göre yıldızıl fonksiyon denir. Orijine göre yıldızıl olan fonksiyona 

yıldızıl fonksiyon adı verilir. Yıldızıl fonksiyonların sınıfı �∗  ile gösterilir. Ayrıca � 

fonksiyonu �, de yalıntkat ve �(�,) bölgesi ℂ  de konveks ise � fonksiyonuna �, 

üzerinde konveks fonksiyon denir. Konveks fonksiyonların sınıfı � ile gösterilir. 

 
2.3.3. Tanım. � ∈  � ve � yalınkat olmak üzere �∗  = � ∩ �∗  olarak tanımlanır. 
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� > � 

�> � 

2.3.4. Tanım. ℱ, S nin boş olmayan bir alt sınıfı olsun. ℱ sınıfındaki her fonksiyon 

�,∗ (º) diski  üzerinde  yıldızıl  olacak  şekilde  en  büyük  pozitif  sayı �∗ (�) olsun.  Bu 

sayıya ℱ nin yıldızıllık yarıçapı denir. 

 

2.3.5. Tanım. � � = � + v 
pw| 

�p�
p fonksiyonu U da analitik olsun. U da, 

 

 

�� > 0 (2.4) 
 
 

 

olacak şekilde yalınkat ve konveks bir � � fonksiyonu varsa � ye U da konvekse yakın 

fonksiyon denir. Konvekse yakın fonksiyonların sınıfı C ile gösterilir. 

 
Ayrıca � �  konveks ise ℎ  �  = ��> �  yıldızıl olduğundan (2.4) eşitsizliği 

 
 

 
�� 

 
> 0 veya ��� < 

� 
(2.5) 

2 
 

 

şeklinde de yazılabilir. 

 
 

Tanımdan açıktır ki her konveks fonksiyon konvekse yakındır. Daha genel olarak her 

yıldızıl fonksiyon konvekse yakındır. Böylece incelenen fonksiyon sınıfları arasında 

 
� ⊂ �∗  ⊂ � 

 

bağıntısının sağlandığı görülür. 

 
 

2.3.6. Teorem. � ∈  � ise, her � ≥ 2 için �p ≤ � dir. 

 

Aşağıdaki ilk iki teorem yıldızıl ve konveks fonksiyonların analitik ifadesini 

vermektedir. 

�� > � 

ℎ  � 

� > � 

�> � 
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�� > � 

� � 

�� >> � 

� > � 

�� > � 

� � 

• 

2.3.7. Teorem. �: � → ℂ  analitik bir fonksiyon ve � 0 = 0 olsun. Bu takdirde, � 

fonksiyonunun yıldızıl olması için gerek ve yeter şart  � > 0  ≠ 0  ve her  � ∈  �  için 
 

 

 

�� > 0 
 
 

 

olmasıdır (Goodman 1983). 

 
 

2.3.8. Teorem. �: � → ℂ  analitik bir fonksiyon olsun. � fonksiyonunun konveks 

olması için gerek ve yeter şart  � > 0  ≠ 0  ve her  � ∈  �  için 

 

 

�� 1 + > 0 
 
 

 

olmasıdır (Goodman 1983). 
 
 

2.3.9. Teorem. �(�) = � + 

dir (Goodman 1983). 

v 
pw| 

�p�
p ∈  � ise her bir pozitif � tamsayısı için �p ≤ 1 

 
 

2.3.10. Tanım. �: � → ℂ  analitik bir fonksiyon olsun. 0 ≤ � ≤ 1 , � 0 = 0 ve 

� > 0  ≠ 0  olmak üzere  � ∈  �  için 
 

 

 

�� > � 
 
 

koşulunu sağlayan � fonksiyonuna � − ��������� �������� ��������� 

denir. Bu fonksiyonların sınıfı �∗  � ile gösterilir. Özellikle, U da yıldızıl 

fonksiyonların sınıfı için �∗  0 = �∗  dir. 

�∗  sınıfı �∗  � sınıfıyla yakından ilgilidir. �, 
 

 

 

− 1 < 1 − � � ∈  � (2.6) 
�� > � 

� � 
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� > � 

� � 

�� >> � 

� > � 

� > � 

�> � 

• eşitsizliğini sağlarsa, � fonksiyonuna �∗  sınıfına aittir denir. 

 

2.3.11. Tanım. � ∈  � olsun. Her � ∈  � ve �(�, �) de olan �(�) fonksiyonları için 
 

 

 

� = �(�) 
 
 

koşulunu sağlayan � fonksiyonuna Janowski yıldızıl fonksiyon denir. Bu fonksiyonların 

sınıfı �∗ (�, �) ile gösterilir (Janowski 1973). 

 
2.3.12. Tanım. �: � → ℂ  analitik bir fonksiyon olsun. 0 ≤ � ≤ 1 , � 0 = 0 ve 

� > 0  ≠ 0  olmak üzere  � ∈  �  için 
 

 

 

�� 1 + > � 
 
 

 
koşulunu sağlayan � fonksiyonuna � − ��������� ������� ��������� 
denir. 

 
 

2.3.13. Tanım.� � = � + v 
pw| 

�p�
pfonksiyonu U da analitik olsun. U da, 

 

 

�� > � 
 
 

olacak şekilde yalınkat konveks bir  � � fonksiyonu varsa   � fonksiyonuna 

� − ��������� �������� ����� ��������� denir. 
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� � 

* 

* 

* 

* 

3. q-TÜREV OPERATÖRÜ KULLANILARAK TANIMLANAN BAZI ALT 

SINIFLAR 

 
Bu bölümde, q-türev operatörü kullanılarak birim diskte analitik fonksiyonların bazı alt 

sınıfları tanımlanacak ve bazı özellikleri verilecektir. Ayrıca, bu sınıflara ait katsayı 

bağıntıları, sabordinasyon ve distorsiyon teoremleri verilecektir. 

 
3.1. q-Yıldızıl Fonksiyonlar ve Özellikleri 

 
 

Bu kısımda, q-yıldızıl fonksiyon tanımlanacak ve bu fonksiyonların bulunduğu sınıfa ait 

bazı özellikler verilecektir (Polatoğlu 2016). 

 
3.1.1. Tanım. � � , � nın bir elemanı olsun. 

 
 

� 
�*� � 

−
 

≤ 
1 

1 − � 

 
, ∀ � ∈  � için 

 

 

koşulunu sağlayan � � fonksiyonuna U da q-yıldızıl fonksiyon denir. Bu fonksiyonların 

sınıfı �∗  ile gösterilir. 

 
� → 1x iken, �∗  sınıfı �∗  sınıfına denk olur. 

 

3.1.2. Teorem.  Bir � � fonksiyonunun �∗  sınıfına ait olması için gerek ve yeter şart 
 

 
 

≤ 1 ∀� ∈  � için 
 
 

 

olmasıdır (Ronning 1993). 

 
 

3.1.3. Teorem. � � , � nın bir elemanı olsun. � � ∈  �∗  olması için gerek ve yeter 

şart 

1 

1 − � 

� �� 

� � 
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� � 

� � � � 

� � 

� � − � 0 

1 − � 0 � � 

æ ¶ q 

 y 
� 

«»¶ q 
− 1 − 

 y 
− 1

 
æ 

1 − y − 1 
æ æ ¶ q 

y 
� 

«»¶ q 
− 1

 

� � 

1 + � � 

1 − 1 − y � � 
æ 

� � 

� 
�*� � 

≺  
1 + � 

1 − �� 
 

 

olmasıdır. 
 
 

İspat. � � ∈  �∗  olsun. Bu taktirde � = y , � > 1 olmak üzere 
* yx* 

 
 

� 
�*� � 

−
 

≤ 
1 

1 − � 
⟺ � 

�*� �  
− � ≤ � 

 

 

dir. Dolayısıyla, 
 
 

� �  = 
1 

� 
�*� �  

− 1 
� 

 
 

fonksiyonunun U birim diskinde modülü en çok 1 dir. Böylece 
 

 

� �  = = (3.1) 
  

 
 

olur. Bu taktirde, � 0  = 0,  � � < 1 ve Schwarz Lemması gereği 
 
 

� � ≤ � 3.2 
 
 

dir. Diğer yandan (3.1) ve (3.2) den, 
 
 

� 
�*� �  

= =
  

(3.3) 
  

 

 

elde edilir. (3.3) eşitliği  

� 
�*� 

� 

 

≺  
1 + � 

1 − �� 

1 

1 − � 

1 + � � 

1 − �� � 
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� � 

1 + � � 

1 − 1 − y � � 
æ 

� � 

yxæ 
+ � �

 
æ 

1 + yxæ � � 
æ 

yè*,õ 

yx*õ,õ 

À  

À 

* 

õ õ 

olması demektir. 

Tersine, � 
«»¶ q 

≺ yèq 

 

 
olsun. Bu taktirde 

¶ q yx*q 

 
 

� 
�* � � 

= 

 
⟹ � 

  

�

* 
� 
� 

 
− � = � 

yxæ 
+ � �

 
æ 

 

1 + yxæ � � 
æ 

 
 

 
dir. Diğer taraftan, 

Dolayısıyla, 

´ À
èÃ q

 
   

yè
´ À

Ã q 

 
fonksiyonu birim çemberi kendi üzerine resmeder. 

 

� 
�* � 

� 

 
− � = � 

 

 

  

< � ⟹ � 
 

 

�

* 

� � 
− 

1 
< 

1 − � 
 
 
 

dur. 

 

3.1.4. Sonuç. � � ∈  �∗  olsun. Bu taktirde 
 

 

1 − � 
 

 

1 + �� 

 
≤ � ≤ 

1 + � 

1 − �� 

 
(3.4) 

 

 

dir. 
 

 

İspat. � � = yèq 
yx*q 

lineer dönüşümü  �  = � çemberini merkezi � � = , 0 

ve   yarıçapı � � = (yè*), 
yx* , 

olan çembere dönüştürür. Sabordinasyon prensibi 

kullanılarak, 
 
 

� 
�*� � 

−
 

� � 
≤ 

(1 + �)� 

1 − �|�| 

 

 

elde edilir ki bu da (3.4) eşitsizliğini verir. 

� � 

� � 

1 

1 − � 

�*� 
� 

� 
� 

1 + ��|
 

1 − �|�| 



28  

� � − � 0 

1 − � 0 . � � 

� �  − � 

1 − �� � 

* 3.1.5. Teorem. � � ∈  �∗  olsun. Bu taktirde 
 

 

� − � 

1 − �� 
≤
 

≤ 
� + � 

1 + �� 

 
(3.5) 

 

 

dur. 
 

 

İspat.  

 
� � = 

 
�� + �|�

|�| + �#�
#�# + ⋯  

= 
� + �|�| + �#�# + ⋯  

� + �|�
|� + �#�

#�| + ⋯  
= 

1 + �|� + �#�| + ⋯  
⟹ � 0  = �

 
 
 

olduğundan Teorem 3.1.2 gereği, 
 

 

 

� �  = = (3.6) 
  

 
 

fonksiyonu  her  � ∈  �  için  � 0  = 0 ve � � < 1 koşullarını sağlar. Dolayısıyla, 

Schwarz Lemması gereği 

 

� � ≤ � 3.7 
 
 

dir. 

(3.6) ve (3.7) den, 
 
 

 

� � = 
 

⟺ � � = ≺  
� + � 

1 + �� 
 

 

elde edilir. 

� �� 

� � 

� 
�� 

� � 

� + � � 

1 + �� � 

� 
�� 

� � 
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� 1 − �|
 

1 − �|�| 

� 1 − �|
 

õ õ 

Diğer taraftan, � � = *èq 
yè*q 

lineer dönüşümü �  = �  çemberini merkezi 

� � = 

2.2.6 gereği, 

, 0 ve  yarıçapı   � �  = * yx,
õ

 

yx, * 

 

olan çembere dönüştürür. Teorem 

 

 

− ≤ 
1 − �|�| 

 

 

yazılabilir ki bu da (3.5) eşitsizliğini verir. 

 
 

3.1.6. Uyarı.  � �  = � + �|�
| + �#�

# + ⋯   bir q-geometrik B kümesi üzerinde tanımlı 

olsun. (1.7) kuralını kullanarak, 

� �  = � + �|�
| + �#�

# + ⋯  

�*� �  = �*� + �|�*�| + �#�*�# + ⋯  + �p�*�p + ⋯  

= 
1 − � 

� 
1 − � 

 
yxy 

 
+ �| 

1 − �|
 

1 − � 
�

 

 
|xy 

 
+ �# 

1 − �#
 

1 − � 
�

 

 
#xy 

 
+ ⋯ + �p 

1 − �p
 

1 − � 
�

 

 
pxy + ⋯ 

 
= 1 + �| 

1 − �|
 

1 − � 
� + �# 

1 − �#
 

1 − � 
�|

 

 
+ ⋯ + �p 

1 − �p
 

1 − � 
�

 

 
pxy + ⋯ 

 
⟹ �*� � = 1 + �| 

1 − �|
 

1 − � 
� + �# 

1 − �#
 

1 − � 
�|

 

 
+ ⋯ + �p 

1 − �p
 

1 − � 
�

 

 
pxy + ⋯ 

 
��*� � = � + 
�| 

1 − �|
 

1 − � 
�|

 

 
+ �# 

1 − �#
 

1 − � 
�#

 

 
+ ⋯ + �p 

1 − �p
 

1 − � 
�p + ⋯ 

⟹ �*� � = ��* � � = � + 
 

v 
pw| �

p 

yx*™ 

�p yx* 

yazılabilir. Diğer taraftan, � � = q ise �*�  �  = � + v yx*™ 

�p olur. 
 

 

y 

 

Dolayısıyla, Tanım 2.1.8 kullanılarak 

 

 

yxq y pw| yx* 

 
 

�*� � = ��*� � 

v 

= � +
 �

p 

pw| 

 
 

1 − �p
 

 
 

1 − � 

 

 
�p 

= �*� � ∗  �y � = � � ∗  �*�y � 
 

 

yazılabilir. 

, yx*õ 

yx,õ*õ 

� 
�� 

� � 
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1 + � � 

1 − �� � 

Éxy 

pwy 

* 3.1.7. Teorem. � � ∈  �∗  olsun. Bu taktirde 
 

 

| 

�É | ≤ 1 + � | + 

Éxy 

 
pw| 

 
1 − �|p �p 

| (3.8) 

 
 

dir. 
 
 

İspat. v 
Éwpèy 

�É�É toplamı U da yakınsak olmak üzere, Teorem 3.1.3 ve Uyarı 3.1.6 

kullanılarak, 
 

 

= ⟺ �*
 � � − �� � �*

 

 

� � = � � + � � � � 
 
 

 

ve böylece 
 
 

É 

 
pw| 

 
�

É 

v 

�p + �p�
p = � �

 �p 

pwÉèy 

 
�p 

 
 

yazılabilir. 

� = ��z{ olsun. � � < 1 olduğundan, 
 
 

É 

 
pw| 

| 

�p  
| �|É ≤ 

Éxy 

 
pwy 

| 

�p  
|�|É 

 
(3.9) 

 
 

dır. 

(3.9) da � → 1 iken limit alınırsa 
 
 

É 

 
pw| 

| 

�p 
| ≤ 

Éxy 

 
pwy 

| 

�p 
| 

 
 

sonucuna ulaşılır ve (3.8) elde edilir. 

� − �É
 

1 − � 

1 + � 

1 − � 

�*� 

� 

� � 

� − �p
 

1 − � � − �pèy 

1 − � 

� − �p
 

1 − � 

� − �pèy 

1 − � 

� − �p
 

1 − � 

� − �pèy 

1 − � 
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pxy 

 

 
pw/ 

 

 
pwy 

* 

Éwy 

3.1.8. Teorem (�∗  sınıfı için Bieberbach-de Branges Teoremi). � ∈  �∗  ise, ∀� ≥ 2 
� * 

için 
 

 

 

�p ≤ 1 + 

Éw| 

(3.10) 

 
 

dir. 

 
 

İspat. � ∈  �∗  olması için gerek ve yeter şart ∀� ∈  � için �(��)/�(�) ≤ 1 olması 

olduğundan 
 
 

�(��) 
= �(�)

 

�(�) 
 

 

olacak şekilde �: � → � dönüşümü vardır yani 

 

∀� ∈  � için � �� = � � �(�) 
 
 

dir. 

Diğer yandan � 0 = � olduğu açıktır. Seri açılımından �p = 

pxy �pxÉ�É (�y = 1 �� �/ = �) olmak üzere, 

 
 

p  
Éwy 

 
�pxÉ�É = ��p + 

 

 
v 

 
pwy 

 
v 

�p�
p�p =

 �p�
p
 

 
v 

�p�p
 

 
v 

= 

 �p�

p 
pwy 

 

elde edilir. Bu eşitlikte �p in katsayıları karşılaştırılarak ∀� ≥ 2 için, 
 
 

pxy 

�p �
p − � = �pxÉ �É 

Éwy 

 

elde edilir. Böylece, ∀ � ≥ 1 için �p ≤ 1 − �/ 
| = 1 − �| olduğundan, ∀ � ≥ 2 için 

1 − �|
 

� − �p 

1 − �|
 

� − �É 



32  

1 − �| pxy 

� − �p 

1 − �|
 

� − �p 

1 − �|
 

� − �p 

1 − �|
 

� − �px| 

px| 

 

�p ≤ 
 

 
Éwy 

�É 

 
 

olduğu görülür. 

Dolayısıyla, � = 2 için, �| ≤ (1 − �|)/(� − �|) ve � ≥ 3 için, �pxy tahmini için de 

aynı teknik uygulanır ve 

 

 
�p ≤ 1 + 

px| 

 
 

Éwy 

 
�É 

 
 

elde edilir. Tekrar ∀� ≥ 3 için, 
 

 

 

�p ≤ 1 + 
 

1 + … 1 + 
 
 

 

sonucuna ulaşılır. Bu ispatı tamamlar. 

 
 

3.1.9. Uyarı. � → 1x iken (3.10) eşitsizliğinin sağ tarafının n ye yaklaştığı kolaylıkla 

ispatlanabilir ki bu da yıldızıl fonksiyonlar için Bieberbach-de Branges teoremini verir. 

Ayrıca, 

 

 

�p = 1 + 

Éwy 

 

 
olmak üzere � + 

 
v 

pw| 
�p�
p
 

serilerinin � < �/(� + 1 − �|) alt diskinde yakınsak 

olduğu oran testi ile kolayca görülür. 

1 − �|
 

� − �pxy 

1 − �|
 

� − �pxy 

1 − �|
 

� − �| 

1 − �|
 

� − �p 

1 − �|
 

� − �Éèy 
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1 

1 − � 

v 
�(��É

) 

� 

v 
Éw/ 

÷(q*„) 

* 

* 

* 

3.2. q-Konveks Fonksiyonlar ve Özellikleri 

 
 

Bu bölümde, Srivastava (1989) tarafından tanımlanan �* sınıfına ait q-konveks 

fonksiyonların Uzoamaka ve ark. (2015) tarafından elde edilen bazı özellikleri 

verilecektir. 

 
3.2.1. Tanım. Bir � ∈  � fonksiyonu 

 

 

1 
− ≤ 

1 − � 

 
, 0 < � < 1, � ∈  � (3.11) 

 

 

koşulunu sağlıyorsa � fonksiyonuna U da q-konveks fonksiyon denir ve � ∈  �* ile 

gösterilir (Srivastava 1989). 

 
3.2.2. Tanım. �: � → � olmak üzere � 0 = � olan � ∈  � ların oluşturduğu küme �* 

ile, � = � + 1 ve � ∈  ℕ olmak üzere � �”� ≠ � �Ü� olan  � ∈  �* ların oluşturduğu 

küme �” ile gösterilir. Özel olarak, 0 ∉  �(�) olan � ∈  �  ların oluşturduğu küme �/
 

* * * 

ile gösterilir. 

 

3.2.3. Lemma. � ∈  �” ise, 
 

 

 

 
 

Éw/ 

 

 
çarpımı U nun kompakt alt kümeleri üzerinde düzgün yakınsaktır. 

 

 

3.2.4. Lemma. � ∈  �” ise, v 
Éw/ 

çarpımı U nun kompakt alt kümeleri üzerinde 

� da sıfırı olmayan ve sıfırdan farklı bir fonksiyona düzgün yakınsar. Üstelik 

 

� �  = 
�

 

��|� 

� 
* 

�*� 
� 

÷(q*„) 

* 
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� = 
» 

 

 

fonksiyonu 

�* 
ya aittir ve � = dir. 

 

 

3.2.5. Lemma. Bir � � fonksiyonunun �* sınıfına ait olması için gerek ve yeter şart 
 

 
 

≤ �, � ��  ≠ � � , � ∈  � (3.12) 

 

 
olmasıdır (Ezeafulukwe ve Darus 2015). 

 
 

3.2.6. Lemma. �, U da analitik ve sınırlı ise 
 

 

 

�*(�  �  ) ≤ 
 
 

dir (Selvakumaran ve ark. 2014). 

 
 

3.2.7. Teorem. 0 < � < 1 olmak üzere � ∈  � olsun. Bu taktirde 
 

 
 

 
/ÿ*ÿy 

�* = � 

 
 

dır. 
 
 

 q«õ¶ q 
İspat. 

«»¶ q 
olsun. � ∈  �* ise, 0 < � < 1 olmak üzere � → 1x iken, 

 
 

 

� − ≤ 
1 

1 − � 
 

 

kapalı diski sağ yarı düzleme dönüşür ve �� 1 + � 

dır. Böylece, 

≥ 0 dır. Dolayısıyla � ∈  � 

¶ *õq x¶(*q) 

¶ *q x¶(q) 

� �|�  − �(��) 

� �� − �(�) 

1 − �(�) | 

1 − � | 

1 

1 − � 

¶®® q 

¶® q 



35  

� ��  − � 

��|
 
   

�*� � 

1 − � � 

1 − ���|
 

1 − � ��|   � �� 

�� − 

��|
 1 − ��� 

  
| 

1 − � | 

1 − � � | 

ℎ  � = = 

* 

 

 
 

dır. 

� ⊇  �* 

/ÿ*ÿy 

Tersine, � ∈  � ise, Teorem 3.2.7 nin hipotezi ile � �� analitik fonksiyonu K dadır. 

Dolayısıyla, � �� , U da sınırlıdır ve ayrıca 

 

 

� � =  
1 − � ��| � 
�� 

, 0 < � < 1 

 
 

U da sınırlıdır ve � � , � = 1 için sıfır olur. 
 

 

� � 
q*xq*õ 

yxqq*õ 

 

 

= − �|� � (3.13) 
  

 

 

fonksiyonu � = 1 ve ayrıca U nun diğer tüm noktalarında analitiktir. Üstelik ℎ  � , U da 

sınırlıdır ve 

 

 

lim 
q →y 

� � ≤ 1 ve � = 1 için = 1 

 

 

dir. Dolayısıyla, Teorem 1.1.15 den � > 0 olmak üzere  �   < 1 diskinde  ℎ  � ≤ � 
q«õ¶ q 

dir. � =
 » 

 

«»¶ q 
olsun, (3.13) den 

 

 
 

− � ≤ � 

� ��  − � 

��|
 

   
1 − ���|

 

�� − ��|   1 − � ��| � �� 

�*� 
� 

� 

1 

1 − � 
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�y ��  − �y � 

�| �� − �| � 

�y �
|�  − �y �� 

�| �|�  − �| �� 

* 

olur.   Lemma  3.2.6  gereği, 
«»¶ q 

 
q 

≤ 1 olduğundan, − � ≤ � dir. 

 
� = y 

yx* 
olsun. Bu taktirde 

 

 
 

 
/ÿ*ÿy 

�* = � 

 
 

dır. 
 

 

3.2.8. Teorem.  

 
� � = 

 

 
� ∈  � (3.14) 

 
 

 

ile tanımlanan 
 

� ∶  �* → �”
 

 

 

dönüşümü birebir örtendir. 

 
 

İspat. Lemma 3.2.3 ve 3.2.4 gereği, � dönüşümü örtendir. Şimdi, � nun birebir olduğu 

gösterilmelidir. 

� �  = 
¶́    *q x¶  ́ q  

¶õ  *q x¶õ  q 
olarak alınırsa, 

 

 

 

= 
 
 

 

iken 
 

 

 

� �  = = = � �� 
 
 

olur. Böylece � � fonksiyonunun 

yx q õ 

yx ¶ q õ 

y 

yx* 

� �|�  − � 

�� 

� �� 

�y �
|�  − �y �� 

�y �� − �y � 

�| �
|�  − �| �� 

�| �� − �| � 
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� � 

� � 

� � � � 

� �  = � ��p , (� ∈  ℕ,  � ∈  �) 

 

bağıntısını  sağladığı  görülür.  Dolayısıyla, � �  sabit  olmalıdır  ve � > �  = � > �  = 1 
y | 

olduğundan bu sabit 1 e eşit olmalıdır. 

 
 

3.3. q-Konvekse Yakın Fonksiyonlar ve Özellikleri 
 
 

Bu kısımda, �* sınıfına ait q-konvekse yakın fonksiyonların bazı özellikleri verilecektir 

(Uçar 2016, Sahoo ve Sharma 2014). 

 
3.3.1. Tanım. � ∈  � olsun. Bu taktirde 

 
 

� 
�*� � 

−
 

< 
1 

1 − � 

 
, � ∈  � (3.15) 

 
 

olacak şekilde bir � �  ∈  �∗  �, � fonksiyonu varsa � fonksiyonuna �*(�, �) 

sınıfındadır denir. 

 
 

3.3.2. Teorem. � �  ∈  � olsun.  � �  ∈  �* �, � olması için gerek ve yeter şart 

� � ∈  �∗  �, � olmak üzere 
 
 

� 
�*� � 

≺  
1 + � 

1 − �� 

 
3.16 

 

 

olmasıdır. 

 
 

İspat. � � ∈  �* �, � ise, 
 

 

� 
�*� � 

−
 ≤ 

1 

1 − � 
⟺ � 

�*� � − �  ≤ �, � = 
1
 

1 − � 

 
> 1 (3.17) 

 

 

dir. 

1 

1 − � 

1 

1 − � 
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� � − � 0 

1 − � 0 � � 

 y 
� 

«»¶ q 
−

 y 
− 1 

æ ¤ q æ 

1 − y − 1 
æ æ ¤ q 

y 
� 

«»¶ q 
− 1

 

� � 

1 + � � 

1 − 1 − y � � 
æ 

� � 

� � 

À  

À 

Dolayısıyla, U birim diskinde � � = y . �. 
«»¶ q

 − 1 fonksiyonunun modülünün 
æ ¤ q 

alabileceği en büyük değer 1 dir. Böylece 
 

 

� �  = = (3.18) 
  

 

 

ve  � 0  = 0,  � � < 1 dir. Dolayısıyla Schwarz Lemması gereği 
 

 

� � ≤ � 3.19 
 
 

dir. (3.18) ve (3.19) dan, 
 
 

� 
�*� � 

=
  

(3.20) 
  

 

 

elde edilir. (3.20) eşitliğinden 
 
 

� 
�*� � 

≺  
1 + � 

1 − �� 
 

 

olduğu görülür. 

Tersine, � 
«»¶ q 

≺ yèq 

 
 

ise 
¤ q yx*q 

 
 

� 
�* � 

� 

 
− � = �. 

yxæ 
+ � �

 
æ 

 

1 + yxæ � � 
æ 

 

 

dir. Diğer taraftan, 

için, 

 
´ À

èÃ q
 

   

yè
´ À

Ã q 

 

fonksiyonu birim çemberi kendi üzerine dönüştürdüğü 
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� � 

yxæ 
+ � �

 
æ 

1 + yxæ � � 
æ 

õ õ 

õ õ 

 

� 
�* � 

� 

 
− �  = �. 

 

 

  

≤ � 
 

 

 
 
 

olur. Böylece ispat tamamlanır. 

 
 

3.3.3. Sonuç. � � ∈  �* �, � olsun. Bu taktirde 
 
 

1 − � 
 

‹ › 1 + � 
 

‹ › 

1 + �� 
1 − �� ›  ≤ �*� � ≤ 

1 − �� 
1 + �� › , � ≠ 0 

1 − � 1 + � 

 
(3.21) 

1 + �� 
�xfi, ≤ �*� � ≤ 

1 − �� 
�fi,, � = 0 

 
 

dir. 
 
 

İspat. 
 

� � = 
|*, 

yx* , 

lineer dönüşümü � = � çemberini merkezi � � = yè*
õ,õ

 

yx* , 
 

olan çember üzerine dönüştürdüğü için, Teorem 2.2.6 gereği 

ve yarıçapı 

 
 

� 
�*� � 

−
 

� � 
≤ 

2�� 
(3.22) 

1 − �|�| 

 

 

elde edilir. (3.22) ifadesi 
 
 

1 − � 
 

 

1 + �� 

 
≤ � ≤ 

1 + � 

1 − �� 
 

 

veya 
 
 

� � 

� 

1 − � 

1 + �� 

 
≤ �* � � ≤ 

� �
 

� 

1 + � 

1 − �� 

 
(3.23) 

 
 

şeklinde yazılabilir. 

Diğer taraftan, � � ∈  �∗  �, � olduğundan 

yèq 

yx*q 

1 + �|�|
 

1 − �|�| 

�*� 
� 

� � 
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� �, �, � = � 1 + 

�� 

‹ › 

› , � ≠ 0 

��fi,, � = 0 
 
 

olmak üzere 

� �, −�, −� ≤ � � ≤ � �, �, � (3.24) 
 
 

dir. Bu sınırlar kesindir: 
 
 

‹ › 

�∗  �  = � 1 + ��xz{� › , � ≠ 0 

�� fifl ‡·q, � = 0 

 
(3.23) eşitsizliğinde (3.24) kullanılarak (3.21) elde edilir. 

 
 

3.3.4. Uyarı. (3.21) eşitsizlikleri kesindir, çünkü ekstremal fonksiyon 
 
 

 

�∗  � = 

� 
1 + � 

1 + �� 
1 − �� 

1 + � 

 
‹ › 

› , � ≠ 0 

� 
1 − �� 

�fiq, � = 0 

 
 

dir. 

 
 

3.3.5. Teorem. �* �, � sınıfının yıldızıllık yarıçapı 
 

 
 

� � = 1 − � + 2 � + − 1 − �| +  � − �# 

 
 

 

polinomunun 0,1 aralığındaki tek köküdür. 
 
 

İspat. Teorem 3.3.2 kullanılarak, � � ∈  Ω, � = 1 − y 
æ 

olmak üzere 

� − � 

� 

1 

� 

� 

� 
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� � � � 

1 + � � 

1 − 1 − y � � 
æ 

�*� 

� 

�*� 

� 

> 
�> � 

� � 

2 − y  ��> � 
æ 

1 + y � � − 1 − y 
| 

æ æ 
� 
� 

�*� 

� 

�*� 
� 

> 

 
� � ∈  �* �, � ⟺ � 

�*� �
 ≺  

1 + � 

1 − �� 
⟺ � 

�*� � 
=

  
(3.25) 

 
 

 

dir. Diğer taraftan, 

 

 

v 

�*� �  = ��*� �  = � +
 �

p 

pw| 

 

 
1 − �p

 
 

 

1 − � 

 
 

�p (3.26) 

 
 

dir. (3.25) de (3.26) kullanılarak, 
 

 

 

= (3.27) 
  

 

 

bulunur. (3.27) de logaritmik türev alındıktan sonra basit hesaplamalarla 
 

 

 

� − � = 
 

   
 

 

elde edilir. Dolayısıyla, 

 

 
 

eşitsizliğinden, 

 
 

�> 

 

 
� ≤ 

 
 

1 − �| 

 
 

2 − y � 1 − � � |
 

� − � ≤  æ  (3.28) 
1 − �| 1 − y 

æ 
� � − 1 − y 

æ 
� � | 

 
 

dir. Kolayca gösterilebilir ki 
 
 

1 − �|
 ≤ 

1 − y � − 1 − y 

 
(3.29) 

�| 
æ æ 

 
 

dir. Dolayısıyla, (3.28) eşitsizliği (3.29) eşitsizliğinde kullanılırsa 

1 − � � | 

1 + � � 

1 − 1 − y � � 
æ 

�*� 

� 

� � 

�> � 

� � 

1 − � � | 

1 −
 y 

� � − 1 − y � � | 
æ æ 
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�*� 

� 

�*� 

� 

> 

�*� 

� 

�*� 

� 

> 

1 − � + 2 � + 
fix‚ 

−
 

æ 
1 − y 

æ 
�| +  � − fi 

æ 
�# 

1 − � + y � + 
æ 

yè‚ 
− 1  �| 

æ 

�*� 

� 

�*� 

� 

> 

2 − y � 
� − � ≤  æ  (3.30) 

1 − y � −  1 − y  �| 
æ æ 

 
 

elde edilir. Diğer taraftan, 
 

 

 

�� � − � ≥ − � − � 

 
2 − y � 

≥ −  æ  3.31 
1 − y � −  1 − y  �| 

æ æ 

 

dir. � � ∈  �∗  �, � olduğundan, 
 

 

 

�� � ≥ 
1 − �� 

(3.32) 
1 − �� 

 

 

dir. (3.31) ve (3.32) birlikte dikkate alınırsa, 
 

 

 

  

�� � ≥ 

 
 

+ 1 − 

 

 
�# 

 

 

elde edilir. 
 

Şimdi � � = 1 − � + 2 � + 

 
 

− 1 − 

 

�| +  � − 

 

�#  polinomu için 
 

� 0 = 1 > 0, � 1 = − 2 + y 
æ 

� + 1 < 0 dır. Bu yüzden � � = 0 denkleminin 

en küçük  �/ pozitif kökü 0 ve 1 arasındadır. Böylece 
 

 

 

��  � > 0 

�> � 

� � 

�*� 

� 

�*� 

� 

> 
�> � 

� � 

�> � 

� � 

�> � 

� � 

�*� 

� 

�*� 

� 

> 

1 

� 

fix‚ 

æ 

y 

æ 

fi 

æ 
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eşitsizliği  �  = � < �/ için  sağlanır.  Dolayısıyla �* �, �  için  q-yıldızıllık  yarıçapı �/ 

dan daha küçük değildir. 

 
 

3.3.6. Teorem. � � ∈  �* �, � olsun. Bu taktirde 
 

 

É 

 
pw| 

 
�

p 

 
− �p 

| Éxy 

≤
 �p

� 

pwy 

1 − �p |
 

1 − � 
+ �p

 

 
(3.33) 

 
 

dir. 
 

 

İspat. Teorem 3.3.2 kullanılarak,  
v 

1 − �p
 

�*� �  = ��*� �  = � +
 �

p 

pw| 

ve 

1 − � 
�p

 

 
 

 
olmak üzere 

v 

� �  = � + 

 �p�

p 
pw| 

 
 

 

= 
 
 

 

yazılabilir. 

Böylece,  

 

 
 
v 
pwÉèy 

 

�p�
p toplamı � da yakınsak olmak üzere 

 

v 

�*� �  − � �  =
 �

p 

pwy 

 
− �p �

p
 

 

 
v 

��*� �  + � �  � �  =
 �p

� 

pwy 

1 − �p 
p 

1 − � 
+ �p � 

1 − �p
 

1 − � 

�*� 

� 

� � 

1 + � � 

1 − �� � 

1 − �p
 

1 − � 
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 � � 

 
 

ve böylece 
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� � 

* 

 
 

É 

 
pw| 

 
�

p 

1 − �p
 

1 − � 
− �p

 

v 

�p + �p�
p = �p� 

pwÉèy 

1 − �p 
p 

1 − � 
+ �p � � � 

 
 

dir. � = ��z{ olsun. Dolayısıyla � � < 1 dir. � → 1 iken limite geçildiğinde, 
 
 

É 

 
pw| 

 
�

p 

1 − �p
 

1 − � 
− �p

 

| Éxy 

≤
 �p

� 

pwy 

1 − �p |
 

1 − � 
+ �p

 

 
 

sonucuna ulaşılır. 

 
 

3.3.7. Tanım. � ∈  � olsun. Bu taktirde 
 
 

� 
�*� � 

−
 

≤ 
1 

1 − � 

 
, � ∈  � 

 
 

olacak şekilde bir � ∈  �∗  fonksiyonu varsa � fonksiyonuna �* sınıfındadır denir. 
 

 

� → 1x iken  (�*�) �  → � > �   olduğundan,  limit  anlamında   � − ≤ 
y yx* 

kapalı 
 

diski  sağ yarı düzleme �� 
� 

> 0 dönüşür ve bundan dolayı �* sınıfı C ye 

 

indirgenir. �* sınıfındaki fonksiyonlara q-konvekse yakın fonksiyon denir. Her � ∈  0,1 

için, �∗  ⊂ 
� 

olduğunu görmek kolaydır. Buradan, 

* * 

 

 
 

 
/ÿ*ÿy 

�* ⊂ � ⊂ � 

 
 

olduğu kolaylıkla görülür. 
 
 

3.3.8. Teorem. Eğer � � = � + 

dir. Eşitlik � � , 

v 
pw| 

�p�
p, �∗  sınıfına ait ise, her n için �p ≤ �p 

1 

1 − � 

y 

yx* 

¶® q 

¤ q 



46  

−2��
� 

pwy 
1 − �p 

 
�* 

v 

� = ���� 

 
�p 

v 

= � +
 �

p 

pw| 

 
�p, � ∈  � 

 
 

fonksiyonunun bir rotasyonu olduğunda sağlanır (İsmail ve ark. 1990). 

�* � fonksiyonunun �* sınıfında oynadığı rol ile Koebe fonksiyonu � � nin �∗  da 

oynadığı rol aynıdır. Yukarıda ifade edilen �* � nin türevi alınarak ve her iki tarafta 

�pxy katsayılarının karşılaştırılmasıyla �p elde edilir: 
 
 

� = 
−2��� 

ve � − 1 � 
 

 = 
−2��� 

pxy 

� − 1 + 
−2��� 

�
 

 

 
� − 1 , � ≥ 3 

| 1 − � p 1 − �pxy  
Éw| 

1 − �Éxy pèyxÉ 

 

 

� → 1x ise, Teorem 3.3.8 in �∗  sınıfı için (Bieberbach-de Branges Teoremi olarak 

bilinen) Bieberbach’ın meşhur tahminine dönüştüğü kolaylıkla ispatlanabilir. Konvekse 

yakın fonksiyonlar için Bieberbach-de Branges teoreminin karşılaştırılması ile Teorem 

3.3.8 in q-konvekse yakın fonksiyonlar için doğru olması beklenir. Ancak, bu hala açık 

bir problemdir. 

 

Şimdi, �* da olan � � = � + v 
pw| 

�p�
p fonksiyonları için bazı özellikler verilecektir. 

 
 

�* sınıfındaki � � = � + v 
pw| 

�p�
p fonksiyonları 

 

 
v 

� � = 

 �p�

p 
pw/ 

 

�/ = 0, �y = 1 (3.34) 

 

şeklinde ifade edilebilir. 

 
 

� � , (3.34) formunda ise, basit bir hesaplama ile ∀� ∈  � için 
 
 

v 
� (1 − �p) 

(�*�) � = 1 + 
 

pw| 

    p  
�pxy (3.35) 

1 − � 
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É→
v 

É→
v 

elde edilir. 

 
 

3.3.9. Lemma. � � , (3.34) formunda ve �p = �p(1 − �p)/(1 − �) olmak üzere 

v 
pwy 

�pèy − �p ≤ 1 olsun. Bu taktirde � � = �/(1 − �) olmak üzere � � ∈  �* dur 

(Raghavendar ve Swaminathan 2012). 

 
 

Aşağıdaki teorem Lemma 3.3.9 un bir sonucudur. 

 

3.3.10. Teorem. ∀� ≥ 1 için �p = �p(1 − �p)/(1 − �) olmak üzere �p reel sayılar 

dizisi ve 

 
1 ≥ �| ≥ �# ≥ ⋯ ≥ �p ≥ ⋯ ≥ 0 veya 1 ≤ �| ≤ �# ≤ ⋯ ≤ �p ≤ ⋯ ≤ 2 

 
 

olsun. O halde � � = �/(1 − �) olmak üzere � � = v 
pw| 

�p�
p ∈  �* dur. 

 
 

İspat. 
 

 
v 

 
 

pwy 

 

 
�pèy − �p = lim 

 

 
É 

 
 
pwy 

 

 
�pèy − �p 

 
 

olduğundan, 1 ≥ �| ≥ �# ≥ ⋯ ≥ �p ≥ ⋯ ≥ 0 ise 
 
 

 
lim 

É→v 

É 

 
 
pwy 

 
�pèy − �p 

 
= lim (�y − �Éèy) ≤ �y = 1 

 

 
ve benzer şekilde 1 ≤ �| ≤ �# ≤ ⋯ ≤ �p ≤ ⋯ ≤ 2 ise 

Dolayısıyla, Lemma 3.3.9 gereği teoremin ispatı tamamlanır. 

 
v 
pwy 

 
�pèy − �p 

 
≤ 1 dir. 

 

3.3.11. Örnek. Krillov (1995) tarafından çalışılan Kuantum dilogaritm fonksiyonu, 
 
 

 
��| �; �  = 

v 

 
pwy 

�p 

�(1 − �p)
, � < 1, 0 < � < 1 
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Éwy 

�pxy(1 − �pxy) 

1 − � 

�p 1 − �p
 

1 − � 

�pxy 1 − �pxy
 

�px| 1 − �px|
 �| 1 − �|

 

ile tanımlanır. Teorem 3.3.10 dan (1 − �)��| �; �  ∈  �* olduğu görülür. 

 

3.3.12. Teorem. �, (3.34) formunda ve 
 
 

v 
� (1 − �pèy) � (1 − �p) 

�p − �pxy ≤ 1,  �p =
  pèy 

−
 p 

 

 
pwy 

1 − � 1 − � 

 

olsun. O halde � �  = �/(1 − �)| olmak üzere � ∈  �* dur. 

 

İspat. �p katsayısının 
 
 

p 

�p = �É − �Éxy + 1 

v 

≤ �É − �Éxy 

Éwy 

 
+ 1 ≤ 2 

 
 

özelliğinde olduğu görülür. Dolayısıyla ∀� ≥ 2 için, 
 

 

 

− ≤ 2 
 
 

 

olur. Şimdi tekrar üçgen eşitsizliği kullanılarak, 
 

 

= − 
1 − � 

+ 

 

 
1 − � 

 

− 
1 − � 

+ ⋯ + 
1 − � 

− 1 + 1 

≤ 2 � − 1 + 1 = 2� − 1 

 

elde edilir. Bu nedenle �p ≤ (2� − 1)/(1 + � + ⋯ + �pxy) dir. Kök testi 

kullanılarak, v 
pw/ 

�p�
p serisinin yakınsaklık yarıçapının 1 den daha küçük olmadığı 

görülebilir. O halde � ∈  � dır. 

�, (3.34) formunda olduğundan, (3.35) kullanılarak 

�pxy 1 − �pxy
 

�p(1 − �p) 

1 − � 

�p 1 − �p
 

1 − � 
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1 − � 

 

1 − � | 
 
�*� � = 1 + 

�|(1 − �|) 

1 − � 
� − 2� 

v 
� (1 − �p) 2� 

1 − �pxy
 

� 
1 − �px| 

+ 
 p 

−
  pxy 

+
 px|  

�pxy 

 
pw# 

1 − � 1 − � 1 − � 

 

 
bulunur. Hipotezde verilen �p tanımından, 

 
 

v 

1 − � |  �*� �  = 1 +  �y − 1 � + ( �pxy − �px|)�pxy
 

pw# 

 

 
olur. Dolayısıyla, 

 
v 

pw| 

 
�pxy − �px| ≤ 1 ise 

 

 
1 

 
 

1 − � 

 
− 1 − � | �* 

 

� � − 

 

≥ 1 − �y 

 
v 

− 1 − �pxy 

pw# 

 

− �px| ≥ 0 

 
 

dır. Bu, teoremin ispatını tamamlar. 
 
 

3.3.13.  Teorem. � = 0, � = 1 ve �  = fi™„´(yx*™„´) 
− fi™

(yx*™) 
olmak  üzere   � 

 
  

/ y 
 

reel sayıların bir dizisi ve 

p yx* yx* p 

 
 

1 ≥ �y ≥ �| ≥ ⋯ ≥ �p ≥ ⋯ ≥ 0 veya 1 ≤ �y ≤ �| ≤ ⋯ ≤ �p ≤ ⋯ ≤ 2 
 
 

olsun. Bu taktirde � �  = �/(1 − �)| olmak üzere � �  = � + v 
pw| 

�p�
p ∈  �* dur. 

 
 

3.3.14. Teorem. � � = � + v 
pw| 

�|pxy�|pxy ile tanımlı ve 

 

v 
� (1 − �p) 

�|pxy − �|pèy ≤ 1, �p =
 p 

 

pwy 

 

olsun. O halde, � �  = �/(1 − �|) olmak üzere � ∈  �* dur. 

1 

1 − � 
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Éwy 

1 − � 

İspat. İlk olarak, � � = � + 

için, 

v 
pw| 

 

p 

�|pxy�|pxy ∈  �  olduğu  gösterilmelidir.  Bunun 

�|pèy  = �|Éxy − �|Éèy − 1 ≤ 2 
 
 
 

olduğu kullanılırsa �p ≤ 2/(1 + � + ⋯ + �pxy) elde edilir. Kök testi kullanılarak, 

�(�) seri açılımının yakınsaklık yarıçapının 1 den daha küçük olmadığı görülür. 

Dolayısıyla � ∈  � dır. � � = � + v 
pw| 

�|pxy�|pxy olduğu için, (1.6) dan 

 

v  
� 1 − �|pxy

 � 

 
1 − �|pèy 

1 − �|   �*� �  = 1 −     |pxy 
−

 |pèy  
�|p 

 
pwy 

1 − � 1 − � 

 

elde edilir. �p = �p(1 − �p)/(1 − �) olduğundan, 
 

v 
pwy 

 
�|pxy − �|pèy ≤ 1 iken 

 

 
1 

 
 

1 − � 

 
− 1 − �|   �* 

 

� � − 

 
v 

≥ 1 − �|pxy 

pwy 

 

− �|pèy ≥ 0 

 
 

dır. Bu, teoremin ispatını tamamlar. 

 
 

3.3.15. Teorem.  ∀� ≥ 1 için  �p = �p(1 − �p)/(1 − �) olmak  üzere �p reel 

sayıların bir dizisi ve 

 
1 ≥ �# ≥ �‰ ≥ ⋯  ≥ �|pxy ≥ ⋯  ≥ 0 veya 1 ≤ �# ≤ �‰ ≤ ⋯  ≤ �|pxy ≤ ⋯  ≤ 2 

 
 

olsun.   O   halde  � �  = �/(1 − �|)  olmak   üzere  � �  = � + 

dur. 

 
 

3.3.16. Lemma. �, (3.34) ile tanımlı ve 

v 
pw| 

�|pxy�|pxy ∈  �* 

 
 

v 
� (1 − �p) 

�p − �px| ≤ 1, �p = p  

pw| 

1 

1 − � 
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É→
v 

É→
v 

 

 

olsun. O halde,   � �  = �/(1 − �|)  olmak üzere   � ∈  �* dur (Raghavendar ve 

Swaminathan 2012). 

 
Lemma 3.3.16 dan �* daki fonksiyonlar için aşağıdaki koşullar elde edilir. 

 
 

3.3.17. Teorem.  ∀� ≥ 1 için

 �y 
= 1 ve �p = 

fi™(yx*™) 

yx* 
olmak  üzere

 �

p 

reel 

sayıların bir dizisi ve 

 
 

veya 

 

1 ≥ �y + �| ≥ ⋯ ≥ �pxy + �p ≥ ⋯ ≥ 0 

 

1 ≤ �y + �| ≤ ⋯ ≤ �pxy + �p ≤ ⋯ ≤ 2 
 
 

olduğu kabul edilsin. O halde, � �  = �/(1 − �|) olmak üzere 

� � = � + v 
pw| 

�p�
p ∈  �* dur. 

 
 

İspat. 
 

 
v 

 
 

pw| 

 

 
�p − �px| = lim 

 

 
É 

 
 
pw| 

 

 
�p − �px| 

 
 

olduğundan 1 ≥ �y + �| ≥ ⋯ ≥ �pxy + �p ≥ ⋯ ≥ 0 ise, 
 
 

 
lim 

É→v 

É 

 
 
pw| 

 
�p − �px| 

 
= lim (1 − �Éxy − �É) ≤ 1 + 0 = 1 

 

 
ve benzer şekilde 1 ≤ �y + �| ≤ ⋯ ≤ �pxy + �p ≤ ⋯ ≤ 2 ise dir. 

Dolayısıyla, Lemma 3.3.16 dan ispat tamamlanır. 

 
v 

pw| 

 
�p − �px| ≤ 1 

 

3.3.18. Teorem. �y = 1 ve ∀� ≥ 1 için �p = ��p olmak üzere �p reel sayıların bir 

dizisi ve 

 
veya 

1 ≥ �y + �| ≥ ⋯ ≥ �pxy + �p ≥ ⋯ ≥ 0 
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p 

É→
v 

1 ≤ �y + �| ≤ ⋯ ≤ �pxy + �p ≤ ⋯ ≤ 2 
 
 

olsun.  O  halde,  � �  = �/(1 − �|) olmak  üzere  � �  = � + 

konvekse yakındır. 

 
 

3.3.19. Lemma. �, (3.34) ile tanımlı ve 

v 
pw| 

�p�p
 fonksiyonu 

 
 

v 
� (1 − �p) 

 
 

pwy 

�pxy − �p + �pèy ≤ 1, � =
 p  

1 − � 

 

olsun. O halde, � �  = �/(1 − � + �|) olmak üzere � ∈  �* dur. 

 

Lemma 3.3.19 dan aşağıdaki teorem elde edilir. 
 
 

3.3.20. Teorem.

�y 
= 1 ve ∀� ≥ 1 için �p = 

fi™(yx*™) 

yx* 
olacak şekilde �p reel 

sayıların bir dizisi ve 
 
 

 

 

 
veya 

0 ≥ �| − �y ≥ �# ≥ �| + �° ≥ �| + �# + �‰ ≥ ⋯  

≥ �| + �# + �° + ⋯ + �pxy + �pèy ≥ 1 

 
 

0 ≤ �| − �y ≤ �# ≤ �| + �° ≤ �| + �# + �‰ ≤ ⋯  

≤ �| + �# + �° + ⋯ + �pxy + �pèy ≤ 1 
 
 

olsun.  Bu  taktirde,  � �  = �/(1 − � + �|) olmak  üzere  � �  = � + 

dur. 

v 
pw| 

�p�
p ∈  �* 

 
 

İspat. 
 

 
v 

 
 

pwy 

 

 
�pxy − �p + �pèy = lim 

 

 
É 

 
 
pwy 

 

 
�pxy − �p + �pèy 
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É→
v 

olduğundan, 

 

 

 
ise 

 

0 ≥ �| − �y ≥ �# ≥ �| + �° ≥ �| + �# + �‰ ≥ ⋯  

≥ �| + �# + �° + ⋯ + �pxy + �pèy ≥ 1 

 
lim 

É→v 

É 

 
 
pwy 

 
�pxy − �p + �pèy 

 
= lim −( �| + �# + �° + ⋯ + �Éxy + �Éèy) ≤ 1 

 
 

ve benzer şekilde, 

 
 

0 ≤ �| − �y ≤ �# ≤ �| + �° ≤ �| + �# + �‰ ≤ ⋯  

≤ �| + �# + �° + ⋯ + �pxy + �pèy ≤ 1 
 
 

ise v 
pwy 

�pxy − �p + �pèy ≤ 1  dir. Dolayısıyla, Lemma 3.3.19 gereği ispat 

tamamlanır. 

 
 

Teorem 3.3.20 nin bir sonucu olarak, konvekse yakın ailedeki fonksiyonlar için 

aşağıdaki yeni kriter elde edilebilir. 

 
3.3.21. Teorem. �y = 1 ve ∀� ≥ 1 için �p = ��p olacak şekilde �p reel sayıların bir 

dizisi ve 

 
 

 

 
veya 

0 ≥ �| − �y ≥ �# ≥ �| + �° ≥ �| + �# + �‰ ≥ ⋯  

≥ �| + �# + �° + ⋯ + �pxy + �pèy ≥ −1 

 

0 ≤ �| − �y ≤ �# ≤ �| + �° ≤ �| + �# + �‰ ≤ ⋯  

≤ �| + �# + �° + ⋯ + �pxy + �pèy ≤ 1 
 
 

olsun. O halde, � � = � + 

konvekse yakın ailededir. 

v 
pw| 

�p�p ,  � �  = �/(1 − � + �|)  fonksiyonuna   göre 

 
 

3.3.22. Lemma. � ∈  �* olması için gerek ve yeter şart 
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pw| Éwy 

 

≤ 1 (∀� ∈  � için) 

 

 
olacak şekilde � ∈  �∗  fonksiyonunun mevcut olmasıdır. 

 

İspat. İspat, Tanım 3.3.7 deki (�*�)(�) q-türev operatörü ifadesinin yerine yazılması 

ile hemen elde edilir. 

 
Burada Lemma 3.3.22, �* sınıfındaki fonksiyonların seri temsilindeki katsayı 

sınırlarının tahmini için önemli sonuçlardan biri olarak rol oynayacak. Diğer bir deyişle, 

q-konvekse yakın fonksiyonların sınıfı için Bieberbach-de Branges teoremi analiz 

edilecek. Konvekse yakın fonksiyonlar için Bieberbach tahmini Reade (1955) 

tarafından ispatlanmıştır. 

 
Şimdi, q-konvekse yakın ailedeki fonksiyonlar için Bieberbach-de Branges teoremi 

ifade edilecek ve ispatlanacaktır. 

 
3.3.23. Teorem (�� sınıfı için Bieberbach-de Branges Teoremi). � ∈  �* ise, 

 

 
 

�p ≤ � + 1 + � (∀� ≥ 2 için) 
 
 

 

dir. 

 
 

İspat. � ∈  �* olduğundan, Lemma 3.3.22 gereği 

 

� � + � �� − � �  = � �  � � (3.36) 

olacak şekilde �: � → � dönüşümü vardır. � 0 = � olduğu açıktır. �y = 1 = �y 

olduğu kabul edilirse 

 

v v v pxy 

 
pwy 

(�p + �p�
p − �p)�

p = ��p �
p + �pxÉ �É 

pwy 

�p 

� � + � �� − 
�(�) 

�(�) 

1 − �p
 

1 − � 

� � − 1 

2 
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olur. � ≥ 2 için, �p in katsayılarının eşitlenmesi ile, 
 
 

pxy 

�p �
p − 1 = �p � − 1 + �pxÉ �É 

Éwy 

 

elde edilir. Teorem 1.1.18 den, ∀ � ≥ 1 için �p ≤ 1 − �/ 
| = 1 − �| olduğu görülür. 

� � = � + v 
pw| 

�p�
p ∈  �∗  olduğundan, 

 

 

�p ≤ 

 
pxy 

� + 1 + �
 
� 

Éwy 

 

(∀� ≥ 2 için) 

 
 

elde edilir. Bu, teoremin ispatını tamamlar. 

 

3.3.24. Uyarı. � → 1x iken, Teorem 3.3.23 konvekse yakın fonksiyonlar için 

Bieberbach tahmini problemini verir. Klasik oran testi kullanılarak, � < 1 için 

 

 
� + 

v 

 
pw| 

� + 
� � − 1 

2 

 
1 + � �p (3.37) 

 
 

serilerinin yakınsak olduğu kolaylıkla görülür. 

 
 

3.3.25. Sonuç.  Koebe  fonksiyonu � �  = �/(1 − �)| olmak  üzere � ∈  �* ise, ∀ � ≥ 2 

için 
 

 

�p ≤ 
 

� + 1 + � 
 
 

 

dir. 

� � = � olmak üzere � ∈  � ise, ∀� ≥ 2 için �p ≤ 2 � olduğu biliniyor. Bunun bir 

genelleştirmesi olarak aşağıdaki sonuç elde edilir. 

1 − � 

1 − �p 

1 − � 

1 − �p 

1 − � 

1 − �p 

�(� − 1) 

2 
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pwy 

 

 
pwy 

 
 

3.3.26. Sonuç. � �  = � olmak üzere � ∈  �* ise, ∀� ≥ 2 için 

�p ≤ (1 − �|)/(1 − �p) dir. 

 

� �  = �/(1 − �) olmak  üzere  � ∈  � ise,  ∀� ≥ 2 için �p ≤ (2� − 1) � olduğu 

biliniyor. Aşağıdaki sonuç bu sonucun benzeridir. 

 
3.3.27. Sonuç. � � = �/(1 − �) olmak üzere � ∈  �* ise, ∀� ≥ 2 için 

 
 

 
�p ≤ 

1 − � 1 

− �p 

 
� + �(� − 1) 

 

 

dir. 

 
 

� �  = �/(1 − �|) olmak üzere � ∈  � ise, ∀ � ≥ 1 için 
 
 

1, � = 2� − 1 ise 
1, � = 2� ise 

 

olduğu biliniyor. Aşağıdaki sonuç bu sonucun benzeridir. 

 
 

3.3.28. Sonuç.  � �  = �/(1 − �|) olmak üzere � ∈  �* ise, ∀ � ≥ 1 için 
 

 

 
 

� ≤ 

1 − � 

1 − �p 

� 
1 + � + 

1
 

2 2 

 
1 − � , � = 2� − 1 ise 

 
 

dir. 

p 1 − �|
 

1 − �p 

� 
, � = 2� ise 

2 

 

 
İspat.  � �  = q 

yxq 

 
v 

pwy 

 
�|pxy olduğundan, (3.36) gereği 

 

 
v v v v 

 
pwy 

(�p − 1)�p�p = (� − 1) �|pxy + �|pxy
 

pwy 

�p�
p
 

�p ≤ 

õ 
= 
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pw| Éwy 

 

 
pwy Éwy 

1 − �|pxy 

 
 

elde edilir. Bu 
 
 

v 

 
 

pwy 

v 

�p − 1 �p�p =  � − 1 �|pxy
 

pwy 

v pxy v p 

+ �|É �|pxy + �|Éxy
 �|p (3.38) 

 
 
 

ifadesine   eşittir.    �p  in   gerekli   olan   sınırını   ispatlamak   için,  �|pxy ve  �|p  in 

katsayılarının  ayrı  ayrı  karşılaştırılması  gerekir.  İlk  olarak  (3.38)  de �|pxy katsayıları 

karşılaştırılır ve 

 

pxy 

�|pxy − 1 �|pxy = � − 1 + �|É 

Éwy 

 

 

elde edilir. � ∈  (0,1) ve ∀� ≥ 1 için �É ≤ 1 − �| olduğundan, 
 
 

 

�|pxy ≤ 
1 − �  

(−� + 1 + � �) 
 

 

dir. 

 
 

İkinci olarak, � ≥ 1 için �|p katsayıları karşılaştırılarak 
 
 

p 

�|p − 1 �|p = �|Éxy 

Éwy 

 
 

ve benzer şekilde 
 

 

�|p ≤ 1 + � � 
1 − � 

1 − �|p 
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1 − �p 3 

1 − � 1 
2
 

1 − �p 3 
,
 

1 − �
 2
� 

1 − �| 2� 

1 − �p 3 

 

 
pwy 

bulunur. Dolayısıyla,  �p için gerekli sınır ispatlanmış olur. 

 

� �  = �/(1 − � + �|) olmak üzere � ∈  � ise, ∀ � ≥ 2 için 
 

 

 

 
�p ≤ 

, � = 3� − 1 ise 

 
� = 3� ise 

 
, � = 3� + 1 ise 

 

 

olduğu biliniyor. Bunun bir genelleştirmesi olarak aşağıdaki sonuç elde edilir. 

 
 

3.3.29. Sonuç.  � �  = �/(1 − � + �|) olmak üzere � ∈  �* ise, ∀ � ≥ 1 için 
 

 

 

 
 

�p ≤ 

− � + 
2�

 
3 

 
 

 

1 + � + 
1
 

3 

 
1 + � , � = 3� − 1 ise 

 
� = 3� ise 

 
1 − 2� , � = 3� + 1 ise 

 

 

dir. 

 
 

İspat.  � �  = �/(1 − � + �|) fonksiyonu yeniden yazılırsa, 
 

 
v v 

� �  = 
�(1 + �) 

= (−1)pxy�#px| + (−1)pxy�#pxy
 

1 + �# 
pwy pwy 

 

 
elde edilir. Dolayısıyla (3.36) ifadesi basitleştirilerek, 

 
 

v v v 

 
 

pwy 

�p − 1 �p�p =  � − 1 −1 pxy�#px| + −1 pxy�#pxy 

pwy 

4� + 1 

3� 

3 
4� − 1 

3� 

4 
,
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Éwy 

 

 
Éwy 

1 − �#pxy 

v p v p 

+ −1 pxÉ�#Éx| �#pxy + −1 pxÉ�#Éxy
 �#p 

pwy Éwy pwy Éwy 

v p v pxy 

+ −1 pxÉ�#É �#pèy + −1 pxÉ�#É
 �#pxy 

pwy 

v 

Éwy 

p 

pw| 

v 

Éwy 

p 

+ −1 pxÉ �#Éx| 

pwy 

�#p +  −1 pxÉxy �#Éxy �
#pèy pwy 

(3.39) 
 
 

elde edilir. İlk olarak, (3.39) da ∀� ≥ 2 için �#pxy katsayıları eşitlenerek 
 
 

p p 

�#pxy − 1 �#pxy =  −1 pxÉ � − 1  + −1 pxÉ �#Éx| + −1 pxÉ�#É 

Éwy Éwy 

 

bulunur. � ∈  (0,1) ve ∀� ≥ 1 için �É ≤ (1 − �|) olduğundan, 
 
 

 

�#pxy ≤ 
1 − �  

(−� + 2 1 + � �) 
 

 

dır. Sonra, ∀� ≥ 1 için, (3.39) da �#p ve �#pèy katsayıları karşılaştırılırsa 
 

 

�#p ≤ 1 + � � ve �#pèy ≤ 
 

(1 + 2 1 + � �) 
 
 

 

katsayı sınırları elde edilir. Böylece, sonucun ispatı tamamlanır. 

 
 

3.4. �-Mertebeli q-Yıldızıl Fonksiyonlar 

 

Bu   kısımda,  �∗   � ,  �∗   � ve  �∗   � sınıflarına ait � mertebeli q-yıldızıl 
*,y *,y *,# 

fonksiyonların bazı özellikleri verilecek (Agrawal ve Sahoo 2015, Wongsaijai ve 

Sukantamala 2016). 

 

3.4.1. Tanım. 0 ≤ � < 1 olmak üzere, 

2 1 − � 

1 − �#p 

1 − � 

1 − �#pèy 
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��*� � 

� � 

1 

1 − � 

1 − �� 

1 − � 

*,y 

*,| 

*,| 

*,| 

 

 

 

�� > � (3.40) 
 
 

 

koşulunu sağlayan � ∈  � fonksiyonuna 1 tipi � mertebeli q-yıldızıl fonksiyon denir. Bu 

fonksiyonların sınıfı �∗  � ile gösterilir. 

 
3.4.2. Tanım. 0 ≤ � < 1 olmak üzere, 

 

 
 

1 
− ≤ 

1 − � 

 
, � ∈  � 

 
 
 

koşulunu sağlayan � ∈  � fonksiyonuna 2 tipi � mertebeli q-yıldızıl fonksiyon denir. Bu 

fonksiyonların sınıfı �∗  � ile gösterilir. 

 
Aşağıdaki ifade Tanım 3.4.2 nin denk bir formudur: 

 

 

� ∈  �∗   � ⟺ − ≤ 
1 − � 

. (3.41) 
1 − � 

 
 

� → 1x iken � − 1 − � xy ≤ 1 − � xy kapalı diskinin sağ yarı düzlem olduğu ve 

0 ≤ � ≤ 1 olmak üzere �∗  � sınıfının �∗  � sınıfına dönüştüğü görülür. Özellikle, 

� = 0 iken, �∗  � sınıfı �∗  = �∗  0 sınıfı ile çakışır ki bu ilk olarak İsmail ve ark. 
* * * 

(1990) tarafından ispatlandı. 

 
 

3.4.3. Tanım. 0 ≤ � < 1 olmak üzere, 
 

 

 

− 1 < 1 − � � ∈  � (3.42) 

q «»¶ q 
− �

 
¶ q 

1 − � 

� �*� � 

� � 

� �*� 
� 

� � 
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� �*� � � � − � 

1 − � 

1 

1 − � 

1 − �� 

1 − � 

*,# 

*,# 

*,| 

koşulunu sağlayan � ∈  � fonksiyonuna 3 tipi � mertebeli q-yıldızıl fonksiyon denir. Bu 

fonksiyonların sınıfı �∗  � ile gösterilir. 

 
3.4.4. Teorem. 0 < � < 1 için, 

 

�∗   �  ⊂  �∗   �  ⊂  �∗   � (3.43) 
*,# *,| *,y 

 
 

dır. 

 

İspat. � ∈  �∗  � olsun, (3.42) ve üçgen eşitsizliği kullanılarak 
 

 

 
 

   

− = 

 
 

≤ 

 

= 
1 

1 − � 

− � − 

 
− 1 + 

�
 

1 − � 

 
 
≤ 1 + 

�
 

1 − � 

 
 
 
 
 
 

(3.44) 

 
 

elde edilir. O halde � ∈  �∗  � ; yani �∗  � ⊂ �∗  � dır. Şimdi, � ∈  �∗  � olsun. 
*,| *,# *,| *,| 

 
 

� ∈  �∗  � ⟺ − < 
1 − � 

1 − � 

 
(3.45) 

 

 

olduğundan  � �*� � � �  , 1 − �� 1 − � merkezli 1 − � 1 − � yarıçaplı 

çemberde kalır ve 

 
1 − �� 

− 
1 − � 

= � (3.46) 
  

1 − � 1 − � 
 
 

olduğu   görülür   ki   bunun   anlamı  �� ��*� � � � > � olmasıdır. Dolayısıyla, 

� ∈  �∗  � dır; yani �∗  � ⊂ �∗  � dır. Bu ispatı tamamlar. 
*,y *,| *,y 

1 ��*� 

� 

1 − � � � 

1 − � 

1 − � 

1 ��*� 

� 

1 − � � � 

��*� 
� 

� � 
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1 − � 

1 − � 

*,É Geometrik olarak, � ∈  �∗   � � = 1,2,3 için ��*� � � � farklı tanım 

kümelerinde bulunur. 
 

 

Ωy =  � ∈  ℂ  ∶  ��� > � , 
 
 

Ω| = � ∈  ℂ  ∶  � − < , (3.47) 
 
 

Ω# = � ∈  ℂ  ∶  � − 1 < 1 − � , 

 

sırasıyla Şekil 3.1 de görülür. 
 

 

Şekil 3.1. Her bir bölgenin sınırı 

 
 

Bir sonraki sonuç Teorem 3.4.4 ve � mertebeli yıldızıl fonksiyonlar kullanılarak direkt 

olarak elde edilir. 

 
3.4.5. Sonuç. �∗  � , �∗  � ve �∗  � sınıfları aşağıdaki özellikleri sağlar: 

*,y *,| *,# 

1 − �� 

1 − � 
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� 
�� 

� � 

1 

1 − � 

*,| 

*,| 

*,| 

�∗   �  = �∗  � = �∗  � , 
 

/ÿ*ÿy 

*,y  
/ÿ*ÿy 

*,|  
 

(3.48) 
 

�∗   �  = �∗  � ⊂  �∗  � . 
 

/ÿ*ÿy 

*,y  
/ÿ*ÿy 

*,# 

 
 
 

3.4.6. Önerme. � ∈  �∗  � olsun. Bu taktirde, 
 

 

q «»¶ q 
− �

 
¶ q 

=
 

1 − � 

 
veya 

 
= (3.49) 

 
 

olacak şekilde bir tek � ∈  �∗  fonksiyonu vardır. Benzer şekilde, verilen bir � ∈  �∗
 

*,| *,| 

için yukarıdaki bağıntıyı sağlayan � ∈  �∗  � fonksiyonu vardır. Teklik aşikardır. 
 

 

�∗  � sınıfındaki fonksiyonların basit bir karakterizasyonu verilecek. � ∈  �∗   � ise 
*,| *,| 

� � = 0, � = 0 olmasını gerektirir. Aksi takdirde, � � nin sıfırdan farklı en küçük 

modüllü bir sıfırında � �� � � bir kutba sahip olurdu. 

 
3.4.7. Teorem. � ∈  � olsun. Bu taktirde � ∈  �∗  � olması için gerek ve yeter şart 

 

 
 

− �� ≤ 1 − �, � ∈  � 
 
 

 

olmasıdır. 

 
 

İspat. İspat, Tanım 3.4.2 ve 
 

 
 

= 1 − 
 
 

 

eşitliğinden kolaylıkla elde edilir. 

� �*�
 

� 

� 
� 

� �� − ��� 
� 

1 − � 

� 
�� 

� � 

� �*�
 

� 

� � 

� �� 

� � 



64  

v 
pw/ 1 − � ℎ  ��p + �� /� 

* 

*,| 

* 

 
 

3.4.8. Lemma. ℎ  ∈  �* ise 
 
 

v 

 
 

pw/ 

 
1 − � ℎ  ��p + �� /� 

 

 
sonsuz çarpımı � nun kompakt alt kümeleri üzerinde düzgün yakınsaktır. 

 

İspat. 1 − � ℎ  � + �� = � � alınırsa, ℎ  ∈  �* olduğundan, � ∈  �* olduğu kolayca 

görülür (İsmail ve ark. 1990). 

 

3.4.9. Lemma. ℎ  ∈  �/ ise, v 
pw/ 

1 − � ℎ  ��p + �� /� sonsuz çarpımı � nun 

kompakt alt kümeleri üzerinde � da analitik, sıfırı olmayan ve sıfırdan farklı bir 

fonksiyona düzgün yakınsar. Dahası, 

 

� �  = 
�

 
 
 

 

fonksiyonu �∗   �  ya aittir ve ℎ  �  = � �� /�   − �� / 1 − � dır. 

 
İspat. Sonsuz çarpımın yakınsaklığı Lemma 3.4.8 de ispatlandı. ℎ  ∈  �/ olduğundan, � 

da ℎ  � ≠ 0 dır ve sonsuz çarpım � da sıfırdan farklı olur. Dolayısıyla, � ∈  � 

fonksiyonu ile ℎ  � fonksiyonu arasında 

 

 

=  1 − � ℎ  �  + �� 
 
 

 

bağıntısı ve buna denk olarak 
 

 

 
 

1 − � 
= ℎ  � 

� 
�� 

� � 

¶ *q 
− ��

 
¶ q 
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� 

1 − � 1 − � 

v 
pw/ 1 − � ℎ  ��p + �� /� 

*,• 

*,• 

*,• 

* 

bağıntısı bulunur. ℎ  ∈  �/ olduğundan, � ∈  �∗  � elde edilir ve lemmanın ispatı 
* 

tamamlanır. 

*,| 

 
 

3.4.10. Tanım.   �: � → � bir dönüşüm olmak üzere   � 0  = * 
yx• yx* 

olan �, � da 

analitik, sıfırı olmayan ve sıfırdan farklı bir fonksiyon ise bu fonksiyonlarının 

oluşturduğu küme �*,• ile gösterilir. Özel olarak, 0 ∉  � � olan � ∈  �*,• 

fonksiyonlarının oluşturduğu küme �/ ile gösterilir. 

 
3.4.11. Lemma. � ∈  �/ olması için gerek ve yeter şart 

 

 

� � = ��� �� �(�) (3.50) 
 
 

olacak şekilde bir � � ∈  � fonksiyonunun mevcut olmasıdır. 
 

 

İspat. � ∈  �/  için, � �  = Log � �  fonksiyonu  tanımlansın. � � = Ë q ∈  � 
*,•   »  

´ Í ´ » 

olduğu kolaylıkla gösterilir ve � � fonksiyonu (3.50) yi sağlar. Tersine, �, (3.50) ile 

verilirse, � ∈  �/ olduğu aşikardır. 

 
3.4.12. Teorem. 

 

 

� � � = 
 

1 − � 
 

ile tanımlı �: �∗  � → �/ dönüşümü birebir örtendir. 
*,| * 

 
 

İspat. ℎ  ∈  �/ için, 
 

� ℎ  � = 
�

 

¶ *q 
− ��

 
¶ q 

Èp 
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v 
pw/ � ��pèy /�� 

��p �/� � 

 

 
Éw| 

*,# 

*,# 

ile  bir �: �/ → � dönüşümü tanımlansın. Lemma 3.4.9 dan � ℎ  ∈  �∗   � ve 
* *,| 

� ∘  � ℎ  = ℎ  olduğu açıktır. � ∘  � bileşke dönüşümü göz önüne alındığında 
 

� ∘  � � � =

 
�

 

=
 
� 

 
= � � 

 
 

 

elde edilir. Dolayısıyla � ∘  � ve � ∘  � özdeşlik dönüşümüdür ve �, � nin tersidir, yani 

� � dönüşümü  tersinirdir.  Bunun  sonucu  olarak  � � birebir örtendir. Bu, ispatı 

tamamlar. 

 
3.4.13. Teorem. � ∈  � fonksiyonunun katsayıları 

 
 

v 

 
 

Éw| 

 
� * − � 

 
�É ≤ 1 − � (3.51) 

 
 

eşitsizliğini sağlarsa � � , 3 tipi � mertebeli bir q-yıldızıl fonksiyondur; yani 

� ∈  �∗  � dır. 

 

İspat. (3.51) eşitsizliğinin doğru olduğu kabul edilsin. Bu taktirde 
 
 

v 

��*� �  − � � −  1 − � � � = � * − 1 �É�É
 

v 

−  1 − � � + �É�É
 

Éw| 

 

 
v 

≤ � * − 1 

Éw| 

v 

 
v 

�É −  1 − � 1 − �É 

Éw| 

= � * − 1 �É 

Éw| 

−  1 − � (3.52) 

 

elde edilir. Dolayısıyla, � ∈  �∗  � dır. 

 

Şimdi, negatif katsayılı q-yıldızıl fonksiyonların yeni alt sınıfları tanıtılacak. 
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*,y 

 
 

3.4.14. Tanım. Negatif katsayılı, k-tipi � mertebeli q-yıldızıl fonksiyonların sınıfı 

 

��∗   �  ≡ �∗   �  ∩ � , k = 1,2,3 (3.53) 
*,É *,É 

 
 

şeklinde tanımlanır. 

 
 

3.4.15. Teorem. 0 < � < 1 için, 

 

��∗   �  ≡ ��∗   �  ≡ ��∗   � (3.54) 
*,y *,| *,# 

 
 

dır. 

 
 

İspat. Teorem 3.4.4 kullanılarak, ��∗  � ⊂ ��∗  � olduğunu göstermek yeterlidir. 
*,y *,# 

� ∈  ��∗  � olduğu kabul edilsin. Bu taktirde 
 

 

1 − v
 � * �É �

Éxy 

�� = ��   Éw|  > � (3.55) 
v 
Éw| �

É 

�Éxy 

 
 

dır. ��*� � /� � nin reel olması için z reel eksen üzerinde olmalıdır. Reel doğru 

üzerinde � → 1x iken 

 

v 

1 − � * �É 

Éw| 

v 

> � 1 −
 �

É 

Éw| 

 
(3.56) 

 
 

olur ki bu eşitsizlik (3.51) i sağlar. Teorem 3.4.13 gereği ispat tamamlanır. 

 

Teorem 3.4.15 kullanılarak, q-yıldızıl fonksiyonların her tipinin tamamen aynı olduğu 

görülür. Bu nedenle, � = 1, 2 ve 3 olmak üzere q-yıldızıl fonksiyonların her bir sınıfı 

için ��∗  � ≡ ��∗  � notasyonu verilebilir. Teorem 3.4.13 kullanılarak, 
*,É * 

0 < � <  � 1 − � − � * + � /� ve � * − � < � 1 − � − � olmak üzere, 

��*� 
� 

� � 
1 − 
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� * − � 
* 

/ 

* 

* 

�/ � = � − 
1 − � − � 

�p ∈  ��∗  � (3.57) 
 
 

 
olduğu kolayca görülür, fakat   

�/ 

 
=
 
� 

− � /� 1 − � − � 
y/p 

cos 2��/� + 

�sin 2��/�  ∈  � olduğunda � > �  = 0 dır.  Yani, �/ �  ∉  � ve  üstelik �/ �  ∉  � ∗  � 

dır. Bu yüzden, ��∗  � sınıfının yalınkatlık ve yıldızıllık yarıçapını çalışmak ilginçtir. 

 

3.4.16. Lemma. � ∈  � ise �, �, üzerinde yalınkat olması için gerek ve yeter şart � nin 

�, üzerinde yıldızıl olmasıdır. 

 

3.4.17. Teorem. � ∈  ��∗  ise 
 

 

 
�/ =   min 

|ÌÉÌær 

y/ Éxy  
(3.58) 

 

 

ve  �/ > �yè Èp  yx*  yx• ∕ *è yx*  yx• olmak   üzere  � ,   �  < �/ da   yalınkat   ve 

yıldızıldır. 

 
İspat.  � ∈  �� ∗  olsun. � =  � ∈  ℂ  ∶    �  < � üzerinde �� � > �  > 0 olacak şekilde 

* ,r / 

0 < �/ ≤ 1 özelliğinde bir  �/ bulunmalıdır. Yalınkatlığı elde etmek için, 
 
 

 
�� 

y 

= �� � >  

�y 

 
+ � �| 

 
− �y 

 
�� (3.59) 

/ 

 
 

eşitliği dikkate alınsın. Diğer yandan her  �  < �/ için, 
 
 

v 

�� � > � = ��  1 − � �É 

�Éxy
 

Éw| 

v 

> 1 − � 
�É 

Éw| 

 
�/

Éxy (3.60) 

 
 

dır. Teorem 3.4.13 ve (3.60) ın uygulanması ile, 

� * − � 

� 1 − � 

� �y  − � �| 

�y − �| 

* 
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� 

� + � 

/ 

/ 

 
� = inf 

É∏| 

y Éxy  
(3.61) 

 

 

olmak üzere  �� � > � > 0  eşitsizliği  �, üzerinde sağlanır. 

Şimdi, (3.58) eşitliğini sağlayan �/ ∈  ℕ yi bulmak gerekir. �: 2, ∞ → ℝè olmak 

üzere 

 

 
� � = 

y Òxy  
(3.62) 

 
 

 

ile tanımlı bir fonksiyon olsun. (3.62) de her iki tarafın logaritmik türevi alındığında, 

� =  1 − � 1 − � olmak üzere 
 
 

� > 
 
� = 

 
��� 
− 

+ �� 
� 

− 
� + � − �Ò � + � − �Ò 

 
(3.63) 

 

 

elde edilir. (3.63) ün 2’nci teriminin pozitif olduğu kolaylıkla görülür. Diğer yandan 
 

 

sup 
Ò∏| 

�
� 

=  �� , 

 

 
sup 

� − 1 
= 1, 

 

 
 

(3.64) 

Ò∏|    � 
 
 

olduğundan, (3.63) de 3’ncü ve son terim x yeterince büyük olduğunda ��� ile 

sınırlandırılabilir. Bu  �/ > �yè Èp fi/ *èfi     olmak üzere, � nin  �/, ∞) üzerinde artan bir 

fonksiyon olmasını gerektirir. Dolayısıyla, yalınkatlık yarıçapı 

 

 
� = inf 

É∏| 

y Éxy  
= min 

|ÌÉÌær 

y Éxy  
(3.65) 

� * − � 

� 1 − � 

� * − � 

� 1 − � 

� � 

� − 1 | 

� − 1 

�Ò��� 

� − 1 

� 

� 

� + � − �Ò 

� * − � 

� 1 − � 

� * − � 

� 1 − � 

r 
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* 

y 

olarak bulunur. Son olarak, yıldızıllık yarıçapını bulmak için Lemma 3.4.16 

uygulanarak teoremin ispatı tamamlanır. 

 
3.4.18. Teorem. � ∈  ��∗  � ise, 

 

 

 
�y = min 

|ÌÉÌæ´ 

y Éxy  
(3.66) 

 

 

ve  �y > �yè Èp   yx* ∕ yx• yx* olmak üzere �, � < �y de � mertebeli yıldızıldır. 

 
İspat.   �� > � � − 1  < 1 − �  olduğu yani, 

 
 

v � − 1 �É �
Éxy

 

− 1 =     Éw|  
v 
Éw| 

 
 

 

≤ 

�É 

�Éxy 

 
 

 
≤ 1 − � 

 
(3.67) 

 
 

 

olduğu gösterilmelidir. Dolayısıyla, 
 
 

v 

 
 

Éw| 

 
� − � �É � Éxy ≤ 1 − � 

 
(3.68) 

 
 

ise (3.67) doğrudur. Teorem 3.4.13 gereği 
 

 

 
� = inf 

É∏| 

y Éxy  
(3.69) 

 

 

olmak üzere eşitsizlik �,  ́
üzerinde sağlanır. Son olarak, Teorem 3.4.17 deki aynı 

teknik kullanılarak, �y > �yè Èp   yx* ∕ yx• yx* olmak üzere 

� * − � 

� − � 

�� > � 

� � 

v 
Éw| 

1 − 

� − 1 �É � Éxy 

v 
Éw| �

É 
� Éxy 

� * − � 

� − � 

1 − 
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y � � = ( � − �)/(� − �) 
y  Éxy  

fonksiyonunun � , ∞ üzerinde artan olduğu 

bulunur. Bu, ispatı tamamlar. 

 
 

Şimdi, Teorem 3.3.17 ve Teorem 3.3.18 ile bulunan yıldızıllık ve yalınkatlık yarıçapını 

doğrulamak için bazı örnekler verilecektir. 

 
3.4.19. Örnek. � = 0.75 olmak üzere ��∗  göz önüne alınsın. Teorem 3.3.17 den ��∗

 
* * 

sınıfının yalınkatlık yarıçapı 
 

 

 
�/ = min 

|ÌÉÌfl ´„ Ù™r.õı 

y/ Éxy 

 
 

 
= min 

|ÌÉÌyy 

y/ Éxy  
= 0.875 (3.70) 

 

 

olarak elde edilir. 

Şimdi, � = 2 ve � = 0.001 olmak üzere (3.57) de tanımlanan �/ � örnek fonksiyonu 

için 

 

 

�/ 
�  = � − 

0.999 
�| (3.71) 

1.75 
 

dır.  Açıkça  görülür  ki, �̃  � , �/.¯ˆ‰ üzerinde  yerel  yalınkattır  çünkü �/.¯ˆ‰ açık  diski 

dışındaki   �/ ≈ 0.87587  noktasında  � > �/  = 0  dır. Teorem 3.4.17 gereği  �/ � 

fonksiyonu  �/.¯ˆ‰ üzerinde yalınkattır. 

� /.ˆ‰ 

� 

� /.ˆ‰ 

� 

* 
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Şekil 3.2. (3.64) de tanımlanan �/ � polinomu için � = 0.875 � ve � = 1 � çevre 

uzunluğuna sahip ��, nin görüntüsü 

 
Üstelik, Şekil 3.2, � = 0.875 ve � = 1 çevre uzunluğuna sahip ��, nin görüntüsünü 

verir. Şekil 3.2(a) gösterir ki  �/ �  fonksiyonu  �/.¯ˆ‰ üzerinde yalınkat ve yıldızıl bir 

fonksiyondur. Diğer taraftan, �/ � , � üzerinde yalınkat bir fonksiyon değildir (Şekil 

3.2(b) den görülür). 

 
Diğer bir örnek � = 0.001 ile � = 5 olduğu durumdaki 
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5 /.ˆ‰ 

* 

�/ � = � − 
0.999 

�‰ (3.72) 
 
 

fonksiyonudur. �/ = 0.88403 … olmak üzere � = 0, 1, 2, 3 için 

�/ =  5 /.ˆ‰/4.995y  ° cos ��/2  + �sin �� /2 de  �  nin   yerel   yalınkat   

olmadığı görülür. 

 
 

Şekil 3.3. (3.65) de tanımlanan �/ � polinomu altında � = 0.884 çevre uzunluğuna 

sahip ��, nin görüntüsü 

 
Şekil  3.3  gösterir  ki  (3.72)  de  tanımlanan �/ fonksiyonu �/.¯¯°/# üzerinde  yalınkat  ve 

yıldızıldır  ki  bu  Teorem  3.4.17  den �/.¯ˆ‰ açık  diskini  kapsar.  Yani;  örnek,  Teorem 

3.4.17  de �/ yarıçapının  sadece  yalınkatlık  ve  yıldızıllık  için  yeterli  koşul  olduğunu 

gösterir, fakat (3.72) de tanımlanan �/ � fonksiyonundan dolayı koşul gerekli değildir. 

 
Bir sonraki örnek � mertebeli q-yıldızıl fonksiyonların sınıfına aittir: 

 

3.4.20. Örnek. � = 0.75 olmak üzere ��∗  � sınıfı göz önüne alınsın. � = 0.5 için, 

Teorem 3.4.17 gereği 
 

 

y Éxy 

�/ = min 

|ÌÉÌfl 
´„ Ù™ ´ »   ́  Í / »„ ´ »   ́  Í  

� /.ˆ‰ 

� 
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5 /.ˆ‰ − 0.5 

 

 
= min 

|ÌÉÌy˙ 

 

 
y Éxy 

 

 
≈ 0.94554 

(3.73) 

 

 

dir. Ancak, � = 2 ve � = 0.001 için (3.57) de tanımlanan �/ � fonksiyonu 
 
 

 

�/ 
�  = � − 

0.499 
�| (3.74) 

1.25 
 

�/.˙|‰ diskini  kapsayan �y.|‰|‰ diski  üzerinde  yerel  yalınkattır.  Şekil  3.4(a)  ile �/ � 

fonksiyonunun � üzerinde yalınkat ve yıldızıl olduğu görülür. Ayrıca, � = 2 ve 

� = 0.001 için (3.57) de tanımlanan 
 
 

 
�/ �  = � − 

0.499 
�‰ (3.75) 

 
 

fonksiyonu �y.//‰‰ üzerinde yerel yalınkattır ve Şekil 3.4(b) de verilen �/ � 

fonksiyonunun � üzerinde yalınkat ve yıldızıl olduğu görülür. 

� /.ˆ‰ 

� 
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�*� � 

 

 
 

Şekil 3.4. Sırasıyla (3.67) ve (3.68) de tanımlı �/ � polinomu üzerinde 

� = 1.2525(�) ve � = 1.005(�) çevre uzunluğuna sahip ��, nin görüntüsü 

 
3.4.21. Tanım. 0 ≤ � < 1 olmak üzere 

 

�� 
�*(��*� � ) 

> �
 

 
ise � ∈  � fonksiyonuna � mertebeli q-konveks fonksiyon denir ve � ∈  �*(�) ile 

gösterilir. Yani, 
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*,y 

*,y 

 

�* �  = � ∈  �: 
�� 

> �, � ∈  � 

 
 

 

dır. 
 

 

3.4.22. Uyarı.  
� ∈  �*(�) ⇔ ��*� ∈  �∗  (�) 

 

 

dır ve �(�), U da �-mertebeli konveks sınıf olmak üzere 
 

 

 

lim
  
�* �  = � ∈  �: lim

  
�� > �, � ∈  � = �(�) 

*→y *→y 

 
 
 

dır. 

 
 

�∗   (�) ile �* � sınıfları  arasındaki  bu  ilgi  ve  �∗   (�) ⊂ �* � olması nedeniyle 
*,y *,y 

�* � sınıfı �∗  (�) sınıfı için elde edilen özelliklere benzer özelliklere sahiptir. 

 
3.5. �-Mertebeli q-Konvekse Yakın Fonksiyonlar 

 

Bu kısımda, ���*(�) sınıfında olan q-konvekse yakın fonksiyonlara ait bazı özellikler 

verilecektir (Engel ve Naicu 2016). 

 
3.5.1. Tanım. 0 ≤ � < 1 ve � ∈  �∗  olmak üzere 

 

�� 
��*�(�) 

≥ �
 

�(�) 
 
 

koşulunu sağlayan � ∈  � fonksiyonuna � mertebeli q-konvekse yakın fonksiyon denir. 

Bu fonksiyonların genelleştirilmiş sınıfı ���*(�) ile gösterilir. 

�* ��*� 
� 

�*� � 

�* ��*� 
� 

�*� � 
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v 
1 − �É

 

1 − � 

v 
1 − �É

 

1 − � 

* 

3.5.2. Uyarı. � = 0 ise ���* 0 = ���* dur. 

 

3.5.3. Tanım. 0 ≤ � < 1 olmak üzere, 

 

�� 
��*�(�) 

≥ �
 

�(�) 
 
 

koşulunu sağlayan � ∈  � fonksiyonuna sabit bir � ∈  �∗  fonksiyonuna göre 

�  mertebeli  q-konvekse  yakın  fonksiyonların  genelleştirilmiş  sınıfındadır  denir   ve 

���*(�, �) ile gösterilir. 

 

3.5.4. Tanım. � ∈  �∗  olmak üzere, 
 
 

 
�� 

��p�(�) 

�(�) 
> 0

 
 

 
koşulunu sağlayan � ∈  � fonksiyonuna ���*

p sınıfındadır denir. 
 

 

3.5.5. Teorem. �É ≥ 0 , � ∈  2,3, … olmak üzere � � = � − 

0 ≤ � < 1 olsun. � ∈  ���*(�) ise, 

v 
Éw| 

�É�É ve 

 

 

 

 

Éw| 

�É − ��É < 1 − � (3.76) 

 

 
olacak şekilde � � = � − 

 
v 

Éw| �É�É ∈  �∗  vardır. Eğer 

 

 
 

 

 
Éw| 

�É < 1 − � (3.77) 

 
 

ise � ∈  ���*(�) 
dır. 

Özel olarak, 
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��*� 
� 

� � 

v 
1 − �Ü

 

1 − � 

1 − �É
 

1 − � 
�É ≤ �É,  � ∈  2,3, … 

 
 

olması durumunda (3.77) eşitsizliği � nin ���*(�) sınıfına ait olması için gerekli ve 

yeterli koşuldur. 

 
İspat. � ∈  ���*(�) olsun. Bu taktirde 

 

�� 
��*�(�) 

> �, � ∈  � 
�(�) 

 
 

olacak şekilde � � = � − v 
Éw| 

�É�É ∈  �∗  fonksiyonu vardır. � ∈  0, 1 ise, 

 

 
� − v

 
 

yx*„ 

�
 

 
 

 
�É 

Éw| yx* É 

> � (3.78) 
 
 

bulunur. � ∈  �∗  olduğundan 
 

v 
Éw| ��É ≤ 1 

 

ve dolayısıyla da 
 

v 
Éw| �É ≤ 1 

 

dir. Bu 

nedenle � ∈  0, 1 için � � = � − v 
Éw| 

�É�É > 0 dır. Böylece (3.78) bağıntısı 

 

 
v 

 
Éw| 

 

�É − 
��É 

 
�Éxy < 1 − � 

 
 

eşitsizliğini verir. (3.77) için � � = � seçilsin. � + �*� � − 1 < 1 ise, 
 

 
 

� − �� − 1 < 1 
 
 

 

doğrudur fakat 
 
 

 
� + �*� � − 1 ≤ 

v 

 
Üw| 

 
�Ü 

 
+ � = 

 
 

 
Üw| 

 
�Ü + � 

� − v 
Éw| �É�

É 

1 − �É
 

1 − � 

1 − �Ü
 

1 − � 
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v 
Éw|

 
É 

1 − 

� − 
yx*„ 

�
 

yx* É � Éxy 

v  � � Éxy 
Éw| É 

v 
Éw| 

yx*„ 

�
 

yx* É É − � 

1 − v 
Éw| �

É 
� + v 

Éw| 

1 − 

yx*„ 

�
 

yx* 

v 
Éw| 

É − �� É 

�

É 

dır. Özel durumu ispatlamak için, 

 
 

1 − �É
 

1 − � 
�É ≥ �É,  � ∈  2,3, … 

 
 

olduğu kabul edilsin. Bu taktirde (3.76) eşitsizliğinin doğru olduğu kabul edilirse, 
 

 
 

� + ≤ � + 
 
 

= < 1 
 
 

 

olur. 
 
 

3.5.6.   Teorem. �É, �É ≥ 0 , � ∈  2,3, … olmak üzere � � = � − v 
Éw| 

�É�É , 

� � = � − v 
Éw| 

�É�É ∈  �∗  ve � ∈  0, 1 olsun. � ∈  ���*(�, �) ise, 

 

 
v 

 
Éw| 

 

�É − 
��É 

 

< 1 − � (3.79) 

 
 

dır. Eğer 
 
 

v 

 
Éw| 

 
�É + (2 − �)�É 

 
< 1 − � (3.80) 

 
 

ise � ∈  ���*(�, �) dır. Özel durumda, 

1 − �É
 

1 − � 
�É ≤ �É,  � ∈  2,3, … 

 
 

olduğunda (3.79), � ∈  ���*(�, �) olmasını gerektirir. 

1 − �É
 

1 − � 

1 − �É
 

1 − � 
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�| � � 1 − q 
| 

v 
1 − �É

 

1 − � 

� ∗  � (�) 

3.5.7. Uyarı.  � � = � − q
õ 

∈  �∗   olmak üzere
 � 

 

 

� = � − q
õ 

∈  ��� (� 
 

 

, �) 

| | 

olduğunda 

 
 

�� 
��*�| � 

| yè* * | 

 
 

 

= �� 
�(1 − �) 

= 2�� 
1 − � 

> 0
 

2 − � 
 
 
 

olur. Ancak 
 

 
 

 
 

Éw| 

 
�É + 2 − � �É = 1 + 

2 − � 
 

 

2 

� 
= 2 − 

2 
≮ 1 

 
 

dir. Bu, (3.80) in sadece yeterli bir koşul olduğunu gösterir. 

 
 

Aşağıdaki teorem yıldızıl bir fonksiyon ile konveks bir fonksiyonun konvolüsyonunun 

yıldızıl olduğunu gösterir. 

 

3.5.8. Teorem. �É, �É, �É ≥ 0, � ∈  2,3, … olmak üzere � � = � − v 
Éw| 

�É�É, U da 

konveks olsun ve � � = � − v 
Éw| 

�É�É, � � = � 
− 

v 
Éw| 

�É�É olsun. 

� ∈  2,3, … için 
yx*

„ 

� 
 

 

≤ � olmak üzere � ∈  
��� 

(�, �) ise � ∗  � ∈  
��� 

(�, �) 

 
dır. 

 
 

İspat. 

yx* É É * * 

 
 
 

 
v 

� ∗  � �  = � − �É�É�É
 

Éw| 

 

olsun.   Tanım  3.5.3  den � ∗  � �  ∈  ���*(�, �) ise, � ∗  � ∈  �∗  ve 0 ≤ � < 1 

olmak üzere 
 
 

�� 
��* � ∗  � �  

> � 
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| 

| 

dır. � ∈  ���*(�, �) olduğu kabul edilsin. Teorem 3.5.6 gereği 
 
 

v 

 
Éw| 

 
�É − 
��É 

 
< 1 − � (3.81) 

 
 

dır. İspatı tamamlamak için, 
 
 

v 

 
Éw| 

 
�É�É − 
��É�É 

 
< 1 − � 

 
 

olduğu gösterilmelidir. � ∈  � olduğundan, bir önceki eşitsizlik 
 
 

v 

 
 

Éw| 

 
�

É 

 
�É − 
��É 

 
< 1 − � (3.82) 

 
 

ifadesine denktir. � konveks olduğundan, Teorem 2.3.9 gereği � = 2,3, … için �É ≤ 1 

dir. Dolayısıyla (3.82) den 
 
 

v 

 
 

Éw| 

 
�

É 

 
�É − 
��É 

v 

< 

Éw| 

 
�É − 
��É 

 
< 1 − � 

 
 

elde edilir ve ispat biter. 

 
 

3.6. q-Türev Operatörü Kullanılarak Tanımlanan Analitik Yalınkat 

Fonksiyonların Bir Sınıfı İçin ��(�) Hankel Determinantı 

 
Bu kısımda, ℛ(�) sınıfı ve hankel determinantı tanımlandı. ℛ(�) sınıfı için,  �" 1 ve 

�å 1 in alabileceği optimum sınırlar elde edildi ve �#(1) Hankel determinantı 

belirlenmiştir. 

 
3.6.1. Tanım. �(�) ∈  � olmak üzere, 

1 − �É
 

1 − � 

1 − �É
 

1 − � 

1 − �É
 

1 − � 

1 − �É
 

1 − � 

1 − �É
 

1 − � 



82  

W 

W 

W 

�� � > �  > 0, � ∈  � 

 
eşitsizliğini sağlayan � fonksiyonlarının sınıfı ℛ ile gösterilir. 

 

3.6.2. Tanım. Bir � ∈  � fonksiyonu, 

 
 

��  (�*�) � > 0, � ∈  � 

 
 

koşulunu sağlıyorsa ℛ(�) sınıfındadır denir. 

 

 
lim

  
ℛ  �  =  � ∈  �:  lim

  
�  (�*�) � > 0, � ∈  �  = ℛ  

*→y *→y 

 
 

dir. 

 
 

3.6.3. Tanım. � negatif olmayan bir reel sayı olsun. � ≥ 1 ve � ≥ 1 tamsayıları için, 

� parametreli Fekete-Szegö t dereceli Hankel determinantları, yani �’(�), 
 
 

�p   �pèy⋯  ��pèWxy 

�’ � = 
�pèy  ⋯ ⋯ ⋮  

⋮  ⋮  ⋮  ⋮  
�pèWxy  ⋯   ⋯�pè|(Wxy) 

(3.83) 

 
 

ile tanımlanır (Babalola 2013). 

 
 

Ünlü  Hankel  determinantı  � = 1 durumundadır.  Noonan  ve  Thomas  (1976),  �W(�) 

Hankel determinantını tanımladı. Ayrıca, diğer benzer determinantlar da aşağıdaki gibi 

tanımlandı. 

 
3.6.4. Tanım. � negatif olmayan bir reel sayı olsun. � ≥ 1 ve � ≥ 1 tamsayıları için, 

�’(�) determinantı 
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W 

W 

W 

W 

W 

�p �pèy  ⋯  �pèWxy 

 
�’ � = 

�pèW 

�pè|W 

�pèWxy ⋯  �pè|Wxy 

�pè|Wxy⋯  �pè#Wxy 

 
(3.84) 

⋮  ⋮  ⋮  ⋮  
�pèW Wxy ⋯  ⋯��pèWõxy 

 
 

ile tanımlanır (Babalola 2013). 

 
 

3.6.5. Tanım. � = 1,2, … , � olmak üzere, �z, negatif olmayan reel sayılar olsun. � ≥ 1 

ve � ≥ 1 tamsayıları için, �z parametreli Fekete-Szegö t dereceli Hankel 

determinantları, yani  �’´ ,’õ ,…,’$(�), 

 

�y�p �|�pèy
⋯ �W�pèWxy 

�
’´ ,’õ,…,’$  �  =

 �pèy ⋯ ⋯ ⋮  

⋮  ⋮  ⋮  ⋮  
�pèWxy   ⋯  ⋯�pè| Wxy 

(3.85) 

 
 

ile tanımlanır (Babalola 2013). 

 
 

3.6.6. Tanım. � = 1,2, … , � olmak üzere, �Ü, negatif olmayan reel sayılar olsun. � ≥ 1 

ve  � ≥ 1  tamsayıları için, �’´ ,’õ,…,’$(�) determinantları 
 
 

�p �pèy  ⋯  �y�pèWxy 

�
’´ ,’õ ,…,’$  �  =

 
�pèW 

�pè|W 

�pèWèy ⋯�|�pè|Wxy 
�pè|Wèy⋯�#�pè#Wxy 

 
(3.86) 

⋮  ⋮  ⋮  ⋮  
�pèW Wxy ⋯  ⋯�p�pèWõxy 

 
 

ile tanımlanır (Babalola 2013). 

 

 
�Ü, � = 1,2, … , (� − 1)(� − 1) için, �y,y,…,y,,’™(�)  ve  �y,y,…,y,,’™(�) nin yerine sırasıyla 

W W 

�’(�) ve  �’(�) yazılabilir ve  �, �, �  reel sayıları için 
W W 

 

�
" 
1  =  

1 ��
| 

 
= �# − ��|, 

| �| �# | 
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1 

3 * 

2
� 
2 | * 

2 * 
3 * 4 * 

�| 

3 * 

1 

3 * 

| 

| õ 

y  

y 

2 

 

�• 2 = 
�| ��# = � � − ��|

 
| �#

 �° 

| ° # 

 
 

ve 
 
 

�å 1 =  
1 �|

 = �|�# − ��° 
| �#  ��° 

 
 

olur. Ayrıca, � = 3, � = 1 ve � = 1 için, 
 
 

�# 1 ≤  �# �|�° − �#
|  +  �° �|�# − �° +  �‰ �# − �|

| (3.87) 
 
 

dir. 

 
 

3.6.7. Teorem. � ∈  ℛ(�) olsun. � reel sayısı için, 
 

 

�" 1 ≤ 2��� , − 
 
 

 

dur (Karahüseyin ve ark. 2017). 

 
 

İspat. � ∈  ℛ(�) ise, 
 

 
�| = 

�y 
 

�# =  
�| 

 
�

° 
= 

�# 
 

(3.88) 

 
 

dur. Dolayısıyla, � = 
" # »

 

» 

 
olmak üzere 

 
 

�" 1 = �# − ��| =   �
| 

− � 
| 

 
 

= �| 

| | 
* 

 

− ��|
 

1 

3 * 



85  

2 | * 

3 * 

3 * 

� 

4 * 

2 

2 * 3 * 

| 

| 

| 

| 

 
 

dir. Lemma 2.2.5 den, 
 
 

− 
4�  

, � ≤ 0 

2 | 

�# − ��| ≤ , 0 ≤ � ≤ * 
3 * 

2 2 | 
− , � ≥ * 

3 * 
 

 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 3.6.7 de � = 1 alınırsa aşağıdaki sonuç elde edilir. 

 

3.6.8. Sonuç. � ∈  ℛ(�) olsun. 
 
 

� (1) ≤ 
2
 
 

3.89 
 
 
 

dur (Karahüseyin ve ark. 2017). 

 
 

3.6.9. Teorem. � ∈  ℛ(�) olsun. � reel sayısı için, 
 

 

�å 1 ≤ 2��� , − 
 
 
 

dur (Karahüseyin ve ark. 2017). 

 
 

İspat. (3.88) kullanılarak 
 

 

�å 1 = �| 
 

�# 
 

− ��° = 
 

− � 
 
 

 
elde edilir. Lemma 2.2.4 den, �| ve �# yerine yazıldığında, 

2 

3 * 

2 

3 * 

4
� 
2 | * 

� 

4 * 

�y�| 

2 * 3 * 

�# 

4 * 
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� 

4 4 * 

��y 

2 4 * 

4 4 * 

� 

2 4 * 

� 

4 * 

4 4 * 

� 

2 4 * 

� 

4 * 

� 

4 4 * 

� 

2 4 * 

� 

2 4 * 2 4 * 4 * 

� 

4 * 

| y y 

y y 

| 

| 

 

 

�å 1 = − �# + − 4 − �| � 
 

+ 
�  

�

y 
4 − �| �| − 4 − �|   1 −  � | � 

 
 

 
olur. �, �, �, � reel sayılar olmak üzere �� + �� ≤ � � + � � ; (� + �) ≥ (� − �) 

ve � < 1 olduğu kullanılarak ve ayrıca � = � ≤ 1 için, �y = � ∈  0,2 alınarak, 
 

 

�å 1 ≤ − �# + − 4 − �| �� 
 
 
 

(3.90) 

+ 
� 

 

� 4 − �| �| + 

 

4 − �|   1 − �|
 

 
 
 

elde edilir. İlk olarak; � <
    ° » 

 

| » # » 
ise, (3.90) ifadesi 

 

 

�å 1 ≤ − �# + − 4 − �| �� 
 

+ 4 − �|   � − 2 �| + 4 − �| (3.91) 
 

= � � 
 

 

olur. � <
    ° » 

 

| » # » 
olduğundan, � � nun ekstrem noktası � = − 1 dir. 

Şimdi,  

 
�y 

 

 
� = � 0 = 

 
− �# −

 
�

 

 
�| +  

2� 
, 

 
 
 

�| � = � 1 = − �, 
 
 

 

ve 

1 

2 2 * 3 * 

�y 

2 2 * 3 * 

� 

2 4 * 

1 1 

2 2 * 3 * 

1 1 

2 2 * 3 * 

� 

2 4 * 

1 1 

2 2 * 3 * 

1 1 

2 2 * 3 * 

% ° » 

|x% | » # »å 

1 1 

2 2 * 3 * 

2 

2 * 3 * 
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4 2 | 3 |� * * 

4 * 

2 2 | 3 |� * * 4 * 

| » # » ° » 

| » # » ° » 

| » # » ° » 

2 * 3 * 4 * 

� 

2 4 * 

1 � 

2 4 * 

� 

4 4 * 

� 

2 4 * 

� 

2 4 * 2 4 * 4 * 

õ õ 

| 

| 

 

 
 

�# � = � 

 

= 
4 * 

− 1 

 

�# + − 

 
�| +  

2� 

 
 

 

dir. 
 

Basit hesaplamalar ile �# 

 

 
� ≤ �# 

 

2  =
   ° ° »    

− 
° 

| #  å 

 
 

+ 
|å 

 
 

iken 
» » 

�y � ≤ �| � ≤ �| 2 = ° − 
|å 

olduğu bulunur. Dolayısıyla, � < 
 

için, 
 

maksimum fonksiyonel 
° − 

|å 
dur. Yani, � < için 

 

 

�å 1 ≤ 
4
 − 

2� 

 
 
 

dur. İkinci olarak;
 ° » 

< � <
 | ° » 

 ise, 
| » # » | » # » 

 
 

�å 1 ≤ − �# + − 4 − �| �� 
 

+ 4 − �|   � − 2 �| + 4 − �|
 

 

= � � 
 
 

olur. 
 ° » 

< � <
 | ° » 

 olduğundan, � � nun ekstrem noktası 

 
� = 

| » # » 

 

1 − 

| » # » 

 

dır. 
 

 

 
�y 

 
� = � 0 = 

− �# −

 
�

 

�| +  
2� 

, 

� 4 * 

2 − � 2 * 3 *� 

1 

2 * 3 * 

° » 

| » # » 

° » 

| » # » 

1 1 

2 2 * 3 * 

1 

2 * 3 * 

% 

|x% 

° » 

| » # »å 

1 1 

2 2 * 3 * 
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� 

2 4 * 

3� 

4 * 

4 2 * 3 *� 

1 

2 * 3 * 4 * 

4 * 2 * 3 * 2 * 3 * 

% ° » 

|x% | » # »å 

� 

4 4 * 2 4 * 4 * 

| 

| 

 

�| � = � 1 = − �# + − �, 
 
 
 

ve 
 

 
 

�# � = � 

 

= 
4 * 

1 − 

 

�# + 

 
− �| +  

2�
 

 
 

 

dur. 

Dolayısıyla,
 ° » 

< � <
 | ° » 

 

 
 
için, maksimum fonksiyonel 

|å 

 
 

dur. Yani, 
| » # » | » # » 

 
 

�å 1 ≤ 
2� 

, 
4 *

 < � < 
2 4 *

 

 
için 

 
 
 

dur. 

Son olarak; � >
 | ° » 

 

| » # » 

 
 
ise, (3.91) den 

 

 

�å 1 ≤ 
 

− 

 

+ 
� � − 2 

4 4 * 

�# + 

 
4 − �| �| + 

 
− 

 
4 − �|

 

4 − �| � 
 

 
 

= � � 
 

 

elde edilir. � >
 | ° » 

 

| » # » 
olduğundan, � �  nun ekstrem noktası   � = − 1 

dir. Şimdi, 
 

 

 

�y 
 
�  = � 0 = − 

�# −
 
�

 

�| +  
2� 

, 

1 

2 * 3 * 

2 

2 * 3 * 

� 

2 − � 

4 * 

2 * 3 *� 

4 * 

2 2 * 3 *� 

° » 

� 

4 4 * 

1 

2 2 * 3 * 

� 

4 * 

1 � 

2 * 3 * 2 

� 

2 4 * 

1 

2 2 * 3 * 
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1 

2 2 * 3 * 

2 * 3 * 

1 

2 * 3 * 4 * 

° » | » # » 

4 * 2 * 3 * 

4 * 2 * 3 * 

2 * 3 * 2 * 3 * 

2 * 3 * 2 * 3 * 

4 * 

| 

| 

| 

 

�| � = � 1 = 

 

+ 

− �# + 

 
4 − �|  + 

− 

 
4 − �|

 

4 − �|
 

 

 
 

 

ve 
 

 
 

�# � = � 

 

= 

− 1 

 

− 
1 

+ 

 
 

�# + 

 
− �| +  

2�
 

 
 

dur. � >
 | ° » 

 

| » # » 

 
için, maksimum fonksiyonel 

|å − ° 

 
dur. Yani, � > 

 
için 

 
 

�å 1 ≤ 
2� 

− 
4

 
 
 
 

dur. Dolayısıyla, 
 
 

− 
2� 

, � < 
4 *

 
 

�å 1 ≤ 
4 * 

< � < 
2 4 * 

 
(3.92) 

 

− 
4 

, � > 
2 4 *

 

 
 
 

olur. Böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 3.6.9 da � = 1 alınarak, aşağıdaki sonuç elde edilir. 

 

3.6.10. Sonuç. � ∈  ℛ(�) olsun. 
 
 

� (1) ≤ 
2
 
 

(3.93) 

� 

4 4 * 

� 

4 * 

1 � 

2 * 3 * 2 

� � − 2 

4 4 * 

� 

2 4 * 

� 4 * 

2 − � 2 * 3 *� 

4 * 

4 2 | 3 |� * * 

� 

2 4 * 

4 * 

4 2 | 3 |� * * 

| ° » 

| » # » 

4 

2� 
,
 

4 * 

2� 

4 * 

2 * 3 * 
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3 | * 

2 * 4 * 

3 | * 

�y 1 −  � |   4 − �| � y 

2 * 4 * 

3 | * 

� 4 − �|
 

� � − 2   4 − �| �|
 

| 

# 
|  

y 
y y  

3 * 

dur (Karahüseyin ve ark. 2017). 

 
 

3.6.11. Teorem. � ∈  ℛ(�) olsun. 
 
 

� (2) ≤ 
4

 
 
 
 

dir (Karahüseyin ve ark. 2017). 

 
 

İspat. (3.88) den, 
 
 

�|(2) = �|�° − �| = 
  �

| 

| 
* 

 
(3.94) 

 
 

olur. Lemma 2.2.4 ve (3.94) den, 
 
 

 
�|(2) = 

 

1 − �° + 1 − 
�   

| 4 − �| � 

2 

�| 4 − �| �| 2 * 4 * 4 − �|  |�|
 

+ −
 y y 

−
  y  

2 4 | 4 
 

 

elde edilir. �y = � alınırsa, 
 

 

 

�|(2) ≤ 1 − �° + 
2 

+ 1 − 

 

+ 
4 

+ 

= � �, � 
 
 

bulunur. 

Diğer yandan, 

�y�# 

2 * 4 * 

1 1 

2 * 4 * 4 

2 * 4 * 

3 | * 

1 1 

2 * 4 * 4 

2 * 4 *  �| 4 − �| � 

3 | * 2 

2 * 4 * 

3 | * 

4 − �|  |�|
 

4 

3 
− 
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1 

2 * 4 * 

2 * 4 *  �| 4 − �|
 

3 | * 2 

4 2 * 4 * 

3 | * 

2� 

2 * 4 * 

3 # 
* 4 | * 3 * 5 * 

# 

�� 
= 1 − + 

�� 4 

 
+ 

 
 

 

dür. Yani, � �, � , 0,1 aralığında artandır ve böylece � �, � ≤ � �, 1 olur. Bu 

nedenle, 

 
 

� �, 1 = 

 

 
= � � 

− 
1 

1 − 
2 

�° + 3 − �| + 

 

   

 

(3.95) 

 

 

dir. Daha sonra, (3.95) kullanılarak basit hesaplamalar ile 
 

 

� > �  = 3 − 
 

− 1 − �|  < 0 
 
 

 

olur. � ∈  0,2 için � � ≤ � 0 olduğundan, maksimum � � = � 0 dır. 

(3.89), (3.93), Lemma 2.2.3 ve Teorem 3.6.11 den, Teorem 3.6.12 elde edilir. 

3.6.12. Teorem. �(�) ∈  ℛ(�) ise, 
 
 

� (1) ≤ 
8  

+  
4  

+ 
4

 
 
 
 

dur (Karahüseyin ve ark. 2017). 

� � − 2   4 − �| � 

2 * 4 * 4 − �|  |� 

3 | * 4 

1 

2 * 4 * 

2 * 4 * 

3 | * 

4 2 * 4 * 

3 | * 

4 2 * 4 * 

3 | * 

2 * 4 * 

3 | * 
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1 

3 * 

2
� 
2 | * 

3 * 

� 

4 * 

2 

2 * 3 * 

| 

| 

| 

4. SONUÇ 

 
 

Bu yüksek lisans tezinde, analitik yalınkat fonksiyonlara q-türev operatörü uygulanarak 

yeni bir alt sınıf tanımlanmıştır. 

 
Tezin üçüncü bölümü, analitik yalınkat fonksiyonların katsayı tahminleri üzerinedir. Bu 

bölüm altı alt başlıktan oluşmaktadır. Bu alt başlıklarda çeşitli yazarlar tarafından 

tanımlanan analitik yalınkat fonksiyonların bazı alt sınıfları verilmiştir. Bu bölümün 

altıncı kısmında ℛ(�) sınıfı ve Hankel determinantı tanımlamış, q-operatör kullanılarak 

Hankel determinantının bazı özel hallerinde alabileceği maksimum değerler 

hesaplanmıştır. 

 
İlk olarak; � ∈  ℛ(�) olmak üzere � reel sayısı için, 

 

 

�" 1 ≤ 2��� , − 
 
 
 

dur (Karahüseyin ve ark. 2017). 

 
 

İkinci olarak; � ∈  ℛ(�) olmak üzere, 
 
 

� (1) ≤ 
2

 
 
 

 

dur (Karahüseyin ve ark. 2017). 

 
 

Üçüncü olarak; � ∈  ℛ(�) olmak üzere � reel sayısı için, 
 

 

�å 1 ≤ 2��� , − 
 
 
 

dur (Karahüseyin ve ark. 2017). 

1 

3 * 

� 

4 * 
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4 * 

3 | * 

3 # 
* 4 | * 3 * 5 * 

| 

| 

# 

Dördüncü olarak; � ∈  ℛ(�) olmak üzere, 
 
 

� (1) ≤ 
2

 
 
 

 

dur (Karahüseyin ve ark. 2017). 

 
 

Beşinci olarak; � ∈  ℛ(�) olmak üzere, 
 
 

� (2) ≤ 
4

 
 
 
 

dur (Karahüseyin ve ark. 2017). 

 
 

Altıncı ve son olarak; � ∈  ℛ(�) olmak üzere, 
 
 

� (1) ≤ 
8  

+  
4  

+ 
4

 
 
 
 

dur (Karahüseyin ve ark. 2017). 
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