
















v 
 

SİMGELER DİZİNİ 

Simgeler  Açıklama 

 
N              Doğal sayılar kümesi 
 
ℂ     Karmaşık sayılar kümesi 

 ௥          Orijin merkezli r yarıçaplı çemberܥ

 mertebeli negatif katsayılı konveks fonksiyonlar sınıfı-ߙ      (ࢻ)࡯

CV   Normalize edilmiş konveks fonksiyonların sınıfı 

CV(ࢻ)    ߙ-mertebeli konveks fonksiyonların sınıfı 

 ௡݂      ݂ nin Salagean türeviܦ

 ഥ   D nin kapanışıܦ

E   Birim disk 

 Birim diskin dışı   ∗ܧ

 D nin ݂ altındaki görüntüsü   (ܦ)݂

݂ ∘ ݃      ݂ ile ݃ nin bileşkesi 

݂ ∗ ݃      ݂ ile ݃ nin Hadamard çarpımı 

 nin sanal kısmı ݂   ݂݉ܫ

K   Konvekse yakın fonksiyonların sınıfları 

 Koebe fonksiyonu       (ݖ)݇

 nin tersi (ݖ)݇    (ݓ)݇

P   Pozitif katsayılı ünivalent fonksiyonların sınıfı 

ℝ   Gerçel sayılar 

ܴ݂݁       	݂ nin reel kısmı	

S   Normalize edilmiş, E de analitik ve ünivalent fonksiyonların sınıfı 

ST   Yıldızıl fonksiyonların sınıfı 

ST(ࢻ)   ߙ-mertebeli yıldızıl fonksiyonların sınıfı 
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T   Negatif katsayılı analitik ünivalent fonksiyonların sınıfı 

 mertebeli negatif katsayılı yıldızıl fonksiyonların sınıfı-ߙ   (ࢻ)∗܂

઱   ܧ∗ da analitik ve ünivalent fonksiyonların sınıfı 
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GİRİŞ 

 

Geometrik fonksiyonlar teorisinin ilgi çeken konularından birisi yalınkat fonksiyonlar 

teorisidir. Bu konunun temeli Koebe'nin 1907 de yayınladığı makale ile atılmıştır. 

Sonrasında, 1914 de Gronwall'ın alan teoreminin ispatı ve 1916 da Bieberbach'ın 

yalınkat fonksiyonların ikinci katsayıları için vermiş olduğu sonuç ile geliştirilmiştir. 

 

Kompleks düzlemin basit bağlantılı bir öz alt kümesini birim diske konform olarak 

resmeden bir dönüşümün varlığı Riemann Dönüşüm Teoremi olarak bilinir. (Riemann 

1851) Bu nedenle keyfi basit bağlantılı bölgeler üzerinde tanımlanan yalınkat 

fonksiyonlarla çalışmak yerine birim diskte tanımlanan yalınkat fonksiyonlarla çalışmak 

kolaylık sağlar. Yalınkat fonksiyonlar üzerindeki çalışmalar, ܧ = ݖ} ∈ ℂ ∶ |ݖ| < 1} 

birim diskinde analitik ve ݂(0) = ݂ᇱ(0) − 1 = 0 normalizasyonunu sağlayan 

fonksiyonların oluşturduğu S sınıfı üzerinde yoğunlaşmıştır.  

 

Bieberbach 1916 da S sınıfındaki her ݂ fonksiyonu için |ܽଶ| ≤ 2 eşitsizliğinin 

sağlandığını göstermiştir. Bu teoremin önemli sonuçlarından birisi de Koebe tarafından 

verilen distorsiyon teoremleridir. 

 

Yine aynı çalışmada, Bieberbach tarafından yapılan tahmine göre, ݖ ∈  olmak üzere ܧ

(ݖ)݂ = ݖ + ∑ ܽ௞ݖ௞ஶ
௞ୀଶ  biçiminde bir Taylor seri açılımına sahip ݂ ∈  fonksiyonu her ࡿ

݇ ≥ 2 için |ܽ௞| ≤ ݇ dır. Bu tahminin ispatı matematikçileri uzun süre meşgul etmiştir. 

1985 yılında Branges tarafından ispatlanmıştır.  

 

Bieberbach tahminin uzun süre ispatlanamaması, birçok yeni metodun geliştirilmesini 

ve S nin birçok alt sınıfının tanımlanıp araştırılmasını sağladı. Bu alt sınıfların en 

önemlileri; yıldızıl, konveks, alfa mertebeli yıldızıl, alfa mertebeli konveks fonksiyon 

sınıflarıdır. 

Bu tezin amacı, analitik yalınkat fonksiyonların bazı alt sınıflarının katsayı koşulları, 

distorsiyon sınırları ve ekstrem noktalarını incelemektir. Çalışma üç bölümden 
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oluşmaktadır. Birinci bölümde, diğer bölümlerde kullanılacak olan tanım ve teoremler 

verilmiştir. 

 

İkinci bölümde, S sınıfı ve yıldızıl, konveks, alfa mertebeli yıldızıl, alfa mertebeli 

konveks fonksiyon sınıfları hakkında genel bilgiler ve teoremler verilmiş, sonuçlar 

incelenmiştir. 

 

Üçüncü bölümde, Salagean diferensiyel operatörü yardımıyla tanımlanan analitik 

yalınkat fonksiyonların bazı alt sınıfları ele alınmıştır. Bu bölüm beş kısımdan 

oluşmaktadır. Birinci kısımda, Salagean diferensiyel operatörü tanımlanmıştır. İkinci 

kısımda, (Dernek 1980)’ de ele alınan (ࢻ)࢔,࢓ࡿ ve (ࢻ)࢔,࢓ࢀ sınıfları; üçüncü kısımda 

(Aouf ve Cho 1998)’ de ele alınan ࣅ)࢔ࡿ, ,ࣅ)࢔ࢀ ve (ࢻ  sınıfları; dördüncü kısımda (ࢻ

(Eker ve Güney 2008)’ de ele alınan (ࢻ)ࢾ,࢔,࢓ࡿ sınıfı; beşinci kısımda (Darwish 2007)’ 

de ele alınan ࢓,࢔)ࢀ, ,ࢽ ,ࢻ  .sınıfı incelenmiştir (ࣅ
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1.ÖN BİLGİLER 

 
Bu bölümde daha sonraki bölümlerde sıkça kullanılacak olan bazı temel tanım ve 

teoremler verilecektir. Bu kavramlarla ilgili ayrıntılı bilgiler (Alhfors 1996, Başkan 

1996, Nehari 1952, Palka 1991, Hayman 1994, Graham ve Varolin 1996, Graham ve 

Kohr 2003, Silverman ve Ponnusamy 2006)’ da bulunabilir. 

 

1.1. Tanım.	S ⊂ ℂ		olmak üzere ଵܵ	 = ܵ ∩ ଵܣ ≠ ∅	, ܵଶ = ܵ ∩ ଶܣ ≠ ∅, ܵ = ଵܵ ∪ ܵଶ 

	olacak şekilde ℂ de ayrık ve açık ܣଵ ve ܣଶ kümeleri bulunamıyorsa S kümesine 

bağlantılı küme denir. Aksi halde küme bağlantısız olarak adlandırılır. 

1.2. Tanım. Açık ve bağlantılı kümelere bölge denir.  

1.3. Tanım. [ܽ, ܾ] ⊂ ℝ olmak üzere sürekli bir  ߛ:	[ܽ, ܾ] → ℂ fonksiyonuna ℂ 

düzleminde eğri (çevre) denir.	ߛ(ܽ) ve ߛ(ܾ) noktalarına da sırasıyla eğrinin başlangıç 

ve bitim noktaları denir. 

1.4. Tanım. 	ߛ:	[ܽ, ܾ] → ℂ ye bir eğri olmak üzere		ߛ(ܽ) =  eğrisine kapalı ߛ ise (ܾ)ߛ	

eğri denir. 

1.5. Tanım. ߛ:	[ܽ, ܾ] → ℂ bir eğri ve ݐଵ, ଶݐ ∈ [ܽ, ܾ] olsun. 	ߛ(ݐଵ) = ଵݐ	 için (ଶݐ)ߛ	 =	  ଶݐ

oluyorsa ߛ ya basit eğri ya da Jordan eğrisi denir. Eğer ߛ, basit bir eğri ve  ߛ(ܽ) =  (ܾ)ߛ	

ise ߛ ya basit kapalı eğri denir. 

1.6. Tanım. A⊂ ℂ bir bölge olmak üzere ݂:	A⊂ ℂ	 → 	ℂ bir fonksiyon ve ݖ଴ ∈  .olsun ܣ

Eğer, 

 

lim
௭→௭బ

(ݖ)݂ − (଴ݖ)݂
ݖ − ଴ݖ
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limiti varsa, ݂ fonksiyonu ݖ଴ noktasında diferensiyellenebilir denir. Bu limit değeri 

݂ᇱ(ݖ଴) ile gösterilir ve ݂ᇱ(ݖ଴) sayısına ݂ nin ݖ଴ daki türevi denir. Yani ݂ᇱ(ݖ଴) değeri,  

 

lim
௭→௭బ

(ݖ)݂ − (଴ݖ)݂
ݖ − ଴ݖ

 

veya  

lim
௛→଴

଴ݖ)݂ + ℎ) − (଴ݖ)݂
ℎ  

 

dır. Eğer ݂ fonksiyonu ݖ଴ noktasında diferensiyellenebilirse, 

 

݂ᇱ(ݖ଴) = ௫݂(ݖ଴) = −݅ ௬݂(ݖ଴) 

 

dır.  

1.7. Tanım. Bir ݂ karmaşık fonksiyonu bir ݖ଴ noktasının uygun bir 

D(ݖ଴,  ଴ da analitiktirݖ ݂ komşuluğundaki bütün noktalarda diferensiyellenebiliyorsa	(ߜ

denir. Eğer ݂ fonksiyonu bir S kümesinin tüm noktalarında analitik ise ݂, S üzerinde 

analitiktir denir. Bir ݂ fonksiyonu ℂ nin tüm noktalarında analitikse,	݂ ye tam fonksiyon 

denir. 

1.8. Teorem. Eğer f fonksiyonu ݖ଴ merkezli ve R yarıçaplı bir ߛ çemberinin içinde 

analitik ise, bu durumda ߛ eğrisinin içinde bulunan her ݖ noktasında 

 

(ݖ)݂ = ෍
݂௡(ݖ଴)
݊!

ஶ

௡ୀ଴

ݖ) −  (1.1)																																																																																																	଴)௡ݖ
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dır. Buna ݂(ݖ) fonksiyonunun ݖ଴ noktasındaki Taylor açılımı adı verilir (Nehari 1952). 

1.9. Tanım. 	݂(ݖ) fonksiyonu bir ݖ଴ noktasının ݖ)∗ܦ଴,  delinmiş komşuluğunda (ݎ

analitik ancak ݖ଴ noktasında analitik değilse ݂ fonksiyonu için ݖ଴ noktasına ayrık tekil 

nokta adı verilir. 

1.10. Teorem. Eğer ݖ଴ noktası ݂	fonksiyonunun ayrık tekil noktası ise ݂ fonksiyonu 

,଴ݖ)∗ܦ   delinmiş dairesinde (ݎ

 

(ݖ)݂	 = ෍ ܽ௡(ݖ − ଴)௡ݖ = ෍ܽି௡(ݖ − ଴)ି௡ݖ +෍ܽ௡(ݖ − ଴)௡ݖ
ஶ

௡ୀ଴

ஶ

௡ୀଵ

ஶ

௡ୀିஶ

																									 (1.2) 

 

açılımıyla temsil edilir. Buna ݂(ݖ) fonksiyonunun ݖ଴ noktasının delinmiş 

komşuluğundaki Laurent açılımı denir (Nehari 1952). 

1.11. Tanım.  fonksiyonu (1.2) formunda alınsın. Burada eğer sonlu sayıda ܽି௡ (ݖ)݂

katsayısı sıfırdan farklı, diğer tüm katsayılar sıfır ise ݖ଴ noktasına ݂(ݖ) fonksiyonunun 

kutup noktası denir. 

1.12 Tanım. Bir ݂ fonksiyonunun, bir D bölgesindeki aykırılıkları sadece kutup 

noktaları ise ݂ fonksiyonuna D de meromorf bir fonksiyondur denir. 

1.13. Teorem(Maksimum Modül Teoremi). D sınırlı bir bölge olsun. ݂, D de analitik, 

D nin sınırında sürekli ve sabit olmayan bir fonksiyon ise, |݂| maksimum değerini D 

bölgesinin sınırında alır (Palka 1991).  

Maksimum modül teoremi f/1  fonksiyonuna uygulanırsa, minimum modül teoremi 

elde edilir. 

1.14. Teorem(Minimum Modül Teoremi). D sınırlı bir bölge olsun. ݂, D de analitik, 

D nin sınırında sürekli, her ݖ ∈ (ݖ)݂ için ܦ ≠ 0 özelliğinde sabit olmayan için bir 

fonksiyon ise, |݂| minimum değerini D bölgesinin sınırında alır (Palka 1991). 
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Maksimum modül teoreminin basit fakat önemli bir sonucu ݂(ݖ)/ݖ fonksiyonuna 

maksimum modül teoremini uygulamakla elde edilen Schwarz lemmasıdır. 

1.15. Teorem(Schwarz Lemması). ݂ fonksiyonu E birim dairesinde	݂(0) = 0 ve 

|(ݖ)݂| < 1 özelliğinde analitik bir fonksiyon olsun. O halde E de |݂(ݖ)| <  ve		|ݖ|

|݂ᇱ(0)| < 1	dir. Eşitlik ݂(ݖ) = ݁௜ఏݖ	 fonksiyonu için geçerlidir. 

1.16. Teorem. D, kompleks düzlemde basit bağlantılı bir bölge ve ݂, D de analitik bir 

fonksiyon olsun. D de bulunan her parçalı düzgün kapalı   eğrisi için  

 

න݂(ݖ)݀ݖ = 0
ఊ

 

 

dır (Ahlfors 1979). 

1.17. Teorem. ݂, pozitif yönde yönlendirilmiş basit kapalı ߛ çevresinin üzerinde ve 

içinde analitik bir fonksiyon olsun. Eğer ݖ଴ ߛ nın içinde bulunan herhangi bir nokta ise, 

bu durumda 

 

(଴ݖ)݂ =
1
݅ߨ2

න
(ݖ)݂
ݖ − ଴ݖ

ݖ݀
ఊ

 

 

dır (Silverman ve Ponnusamy 2006). 

1.18. Teorem. ݂	(ݖ) fonksiyonu bir ߛ kapalı çevresinin içinde ve üzerinde analitik 

olsun. Eğer	ݖ଴		 ߛ	nın içinde bir nokta ise, 

 

(଴ݖ)(࢔)݂									 =
݊!
݅ߨ2

න
(ݖ)݂

ݖ) − )௡ାଵ	଴ݖ
ݖ݀	

ఊ
											݊ = (0,1,2,… ) 
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dır (Silverman ve Ponnusamy 2006). 

1.19. Tanım. 	ߛ, ℂ de basit kapalı bir eğri ve ݖ଴ ∈ ℂ , ߛ üzerinde bulunmayan nokta 

olmak üzere;	ߛ nın ݖ଴ a göre indeksi(sayma sayısı), I(ߛ,  ଴) simgesiyle gösterilir veݖ

indeks 

 

I(ߛ, (଴ݖ =
1
݅ߨ2

න
ݖ݀

ݖ − ଴ఊݖ
 

 

şeklinde tanımlanır. İndekse bazen 	ߛ nın ݖ଴ etrafında dönme sayısı da denir. 

1.20. Teorem. 	݂,	bir D bölgesinde meromorf fonksiyon,	ߛ	ise D de bulunan ve ݂ nin 

hiçbir sıfır yeri ve kutup yerinden geçmeyen basit kapalı bir eğri olsun.	݂ nin ߛ içindeki 

sıfır yerlerinin sayısı ݖ௙, kutup yerlerinin sayısı ݌௙ ise; 

 

Δఊܽ݃ݎ	(ݖ)݂ = ௙ݖ൫ߨ2 − ௙൯݌ = ݂)I	ߨ2 ∘ ,ߛ 0) 

 

dır (Başkan 1996). 

1.21. Teorem. Kompleks düzlemde bulunan her ݖ değeri için ݂ sınırlı bir tam fonksiyon 

ise, bu durumda düzlemin tamamında ݂ (z) sabittir. 

1.22. Tanım. f: S→ ℂ sürekli dönüşümü verilsin. Eğer bir ݖ଴	 ∈ S noktasından geçen ve 

aralarında ߙ açısı yapan herhangi iki düzgün ߛଵ		ve ߛଶ eğrilerinin ݂(ߛଵ) ve ݂(ߛଶ) resim 

eğrileri de ߱଴ =  açısı yapıyorlarsa ߙ da aralarında yön ve büyüklük bakımından (	଴ݖ)݂

݂ fonksiyonuna ݖ଴	noktasında bir konform dönüşümdür, denir. Eğer her ݖ଴	 ∈ S 

noktasında ݂ konform ise ݂, S de konformdur denir. 

1.23. Teorem (Riemann Dönüşüm Teoremi). D, en az iki farklı sınır noktası bulunan 

basit bağlantılı bir bölge olsun. Bu durumda D yi konform olarak birim daire üzerine 

resmeden bir tek analitik ݂ fonksiyonu vardır (Riemann 1851). 
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1.24. Tanım. D,	ℂ de bir bölge ve ݑ: ܦ → 	ℂ, D de ikinci mertebeden sürekli kısmi 

türevlere sahip bir fonksiyon olsun. Eğer her ݖ ∈   için ܦ

 

02

2

2

2










y
u

x
uu  

 

Laplace denklemini sağlıyorsa u  fonksiyonuna D de reel harmonik fonksiyon denir.  

1.25. Teorem(Green Teoremi). ܥ pozitif yönde yönlendirilmiş parçalı düzgün basit 

kapalı bir eğri olmak üzere ܥ ,ܤ nin sınırladığı bölge olsun. Eğer ܲ(ݔ, ,ݔ)ܳ ve	(ݕ  (ݕ

fonksiyonları ܤ yi bulunduran bir açık bölgede sürekli birinci kısmi türevlere sahip ise 

 

නܲ(ݔ, ݔ݀(ݕ +
஼

,ݔ)ܳ	 ݕ݀(ݕ =ඵ൬
݀ܳ
ݔ݀ −

݀ܲ
൰ݕ݀

஻

 ݕ݀ݔ݀

 

dir. 

 

 

 

 

 

 

 

 



9 
 

2. ANALİTİK YALINKAT FONKSİYONLAR  

 

Geometrik fonksiyonlar teorisinin en önemli konularından biri analitik ve yalınkat 

fonksiyonlar teorisidir. Bu bölümde 	ܧ birim dairesi üzerinde tanımlı analitik yalınkat 

fonksiyonların oluşturduğu S sınıfı ile S sınıfının alt sınıflarının tanımları ve bu sınıflara 

ait fonksiyonların genel özellikleri verilecektir. 

Bu bölümde belirtilen kavramlar ve tanıtılan sınıflarla ilgili ayrıntılı bilgilere 

(Pommerenke 1975, Schober 1975, Duren 1983, Goodman 1983)’ dan ulaşılabilir. 

 

2.1. Yalınkat Fonksiyonların Temel Özellikleri 
 

2.1.1. Tanım. D⊂ ℂ bir bölge ve ݖଵ ve ݖଶ ∈	D olmak üzere ݂(ݖଵ) = ଵݖ iken (ଶݖ)݂ =  ଶݖ

ise ݂ ye D de yalınkat(ünivalent)tır, denir. 

 

Tanımdan da görüleceği gibi bir ݂ fonksiyonunun yalınkat olması analitik olmasını 

gerektirmez. Örneğin;	݂(ݖ) = ݖ +  ଵ fonksiyonu orijini bulunduran herhangi birିݖ

bölgede yalınkattır ancak bu fonksiyon ݖ = 0 da basit kutba sahip olduğu için bu 

bölgede analitik değildir. 

 

D, karmaşık düzlemde en az iki sınır noktası bulunan basit bağlantılı herhangi bir bölge 

ve ܧ açık birim daire olsun. Riemann dönüşüm teoremine göre D bölgesi analitik ve 

yalınkat olarak E üzerine dönüştürülebilir. Yani D yi E ye resmeden bir tek ߮ analitik 

yalınkat fonksiyonu mevcuttur. Böylece herhangi ݃:ܦ → ℂ analitik ve yalınkat 

fonksiyonu için ݂: ܧ → 	ℂ, ݂ = ݃ ∘ ߮ିଵ fonksiyonu da analitik ve yalınkat olur. Bu 

nedenle tezin geri kalan kısmında genel olarak D bölgesi yerine E birim diski 

alınacaktır. 

 

h, E de analitik ve yalınkat bir fonksiyon olsun. ℎᇱ(0) ≠ 0 olduğundan  
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(ݖ)݂ =
ℎ(ݖ) − ℎ(0)

ℎᇱ(0)  

 

fonksiyonu E de ݂(0) = 0, ݂ᇱ(0) = 1 bağıntılarını sağlayan analitik ve yalınkat bir 

fonksiyondur. E de analitik ve yalınkat , ݂(0) = 0, ݂ᇱ(0) = 1 ile normalize edilmiş bir 

݂ fonksiyonu, 

  

(ݖ)݂ = ݖ + ܽଶݖଶ + ܽଷݖଷ +⋯+ ܽ௡ݖ௡ +⋯ = ݖ +෍ܽ௡ݖ௡
ஶ

௡ୀଶ

																																								(2.1) 

 

biçiminde bir Taylor açılımına sahiptir. (2.1) de verilen seri açılımına sahip yalınkat 

fonksiyonların sınıfı S ile gösterilir. Buna göre; 

 

ࡿ = ൛݂	݂: E → ℂ, analitik	ve	yalınkat, ݂(0) = ݂ᇱ(0) − 1 = 0ൟ 

 

dir. 

 

Aşağıda ࡿ sınıfına ait, çok kullanılan bazı fonksiyon örnekleri verilmiştir. 

 

i. ݂(ݖ) =  .özdeşlik fonksiyonu E yi kendi üzerine resmeder ݖ

 

ii. ݇(ݖ) = ௭
(ଵି௭)మ

= ݖ + ଶݖ2 + ଷݖ3 +⋯  fonksiyonu Koebe fonksiyonu olarak 

adlandırılır. (ݖ)ݓ = ௭
(ଵି௭)మ

  alındığında  ݖݓଶ − ݓ2) + ݖ(1 + ݓ = 0 dır. ݖ ye göre ikinci                           

dereceden bu ifadenin kökleri 

 

Δ = 1 + ݓ4 > ݓ)				,0 ∈ ℝ) 

 

 

iken mevcut olacağından ݓ < −1/4 olamaz. O halde ݇(ݖ) dönüşümü E yi 		−∞ dan 

−1/4 e kadar negatif reel ekseni çıkartılmış karmaşık düzlem üzerine konform olarak 

resmeder. 
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Şekil 2.1. E birim diskinin Koebe fonksiyonu altındaki görüntüsü 
 

iii.  ݓ = (ݖ)݂ = 1)/ݖ − {ݓ}fonksiyonu E yi Re (ݖ > −1/2 yarı düzlemine birebir 

olarak resmeder. 

 

iv. ݂(ݖ) = ଵ
ଶ
log ଵା௭

ଵି௭
   fonksiyonu E yi − ஠

ସ
< (ݓ)݉ܫ < ஠

ସ
 yatay şeridi üzerine birebir 

resmeder. 

 

v. ݂(ݖ) = ݖ − ଵ
ଶ
 ଶ  fonksiyonu E yi bir kardiyoidin içi üzerine birebir olarakݖ

resmeder. 

 

Sıradaki teorem S sınıfının elemanlarının temel dönüşümler altında korunduğu 

üzerinedir.  

 

2.1.2. Teorem.	݂(ݖ) ∈ S olmak üzere aşağıdaki fonksiyonlar da S sınıfına aittir. 

 

i. ݃(ݖ) =  , (ݖ)݂

ii. ݃(ݖ) = ݁ି௜ఏ݂൫݁௜ఏݖ൯ , 

iii. 0< ݎ < 1 için ݃(ݖ) =  , (ݖݎ)ଵ݂ିݎ

iv. Ψ(0) = 0	, Ψᇱ(0) = 1	iken Ψ fonksiyonu ݂(ܧ) bölgesi üzerinde analitik ve 

yalınkat olmak üzere ݃ = Ψ ∘ ݂ , 

v. ݂(z) ≠ w olmak üzere ݃(ݖ) = ௪௙(௭)
௪ି௙(௭)

 , 

vi. ݃(ݖ) = ඥ݂(ݖଶ) , 
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vii. ݂ ∈ |ߙ|  olmak üzere ve ࡿ < 1 için   ݃(ݖ) =
௙ቀ ೥శഀభశഥഀ೥ቁି௙(ఈ)

(ଵି|ఈ|మ)௙ᇲ(ఈ)
 

 

İspat. İspat, (2.1) bağıntısı ve yalınkatlık tanımı kullanılarak elde edilir.  □ 

 

2.1.3. Tanım. ݂(ݖ) = ݖ − ∑ |ܽ௞|ݖ௞ஶ
௞ୀଶ  biçimindeki fonksiyonların oluşturduğu sınıf ࢀ 

sınıfı olarak adlandırılır. ࢀ sınıfı, negatif katsayılı fonksiyonların oluşturduğu sınıf olup 

 .sınıfının bir alt sınıfıdır ࡿ

 

2.2. Birim Diskin Dışında Analitik Yalınkat Olan	Fonksiyonların Sınıfı  

 

2.2.1. Tanım. E∗ = {ζ: 1 < |ζ| < ∞} bölgesinde analitik ve yalınkat olan  

 

(ߞ)݃ =
1

(ߞ/1)݂ = ߞ +෍
ܾ௡
௡ߞ

ஶ

௡ୀ଴

																																																																																																(2.2) 

 

şeklindeki fonksiyonların sınıfı ઱ ile, sıfır değerini alamayan ݃ ∈ 	઱ fonksiyonlarının 

sınıfı ઱଴ ile gösterilir. 

 

2.2.2. Teorem. ݂ fonksiyonu (2.1) formunda olsun. Bu takdirde, 

 

(ߞ)݃	 =
1

(ߞ/1)݂ = ߞ − ܽଶ + (ܽଶଶ − ܽଷ)ିߞଵ +⋯																																																													(2.3) 

 

fonksiyonu ઱଴ sınıfına aittir. Tersine ݃(ߞ), (2.3) ile verilmiş ise bu takdirde; 

 

(ݖ)݂	 =
1

(ݖ/1)݃ = ݖ − ܾ଴ݖଶ + ൫ܾ଴
ଶ − ܾଵ൯ݖଷ + ൫2ܾ଴ܾଵ − ܾଶ − ܾ଴

ଷ൯ݖସ +⋯ 

 

fonksiyonu da ࡿ sınıfına aittir. (Goodman 1983) 

 

İspat.	|ζ| > 1 olduğundan 1/	ߞ ∈   da analitiktir. O halde ߞ	/olup ݂, 1 ܧ
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(ߞ)݃ =
1

(ߞ/1)݂ =
1

1
ߞ +

ܽଶ
ଶߞ +⋯

= ߞ − ܽଶ + (ܽଶଶ − ܽଷ)ିߞଵ +⋯ 

 

dır. Yani ݃(ߞ) ∈ 	઱ dır. ݃(ߞ) = 0 olsun. Bu durumda ݂(1/ߞ) = ∞ olur. Yani ݂,  da ߞ/1

bir kutba sahiptir. 1/	ߞ ∈  E de analitik olduğundan bu mümkün değildir.O halde	ve ݂, ܧ

(ߞ)݃ ≠ 0, dolasıyla 	݃(ߞ) ∈ ઱଴ dır. 

 

Tersine, ݖ ∈ ߞ için ܧ = ଵିݖ ∈ E∗ dir. Böylece ݃(ߞ) = (ݖ)݂ ve (ݖ)݂/1 =  (ߞ)݃/1

olur.	݃(ߞ), E∗da analitik, yalınkat ve ݃ ቀଵ
௭
ቁ ≠ 0 olduğundan ݂(ݖ),	E de analitik ve 

yalınkattır. Üstelik bölme işlemi sonunda  

 

(ݖ)݂ =
1

(ߞ)݃ = ݖ − ܾ଴ݖଶ + ൫ܾ଴
ଶ − ܾଵ൯ݖଷ + ൫2ܾ଴ܾଵ − ܾଶ − ܾ଴

ଷ൯ݖସ +⋯ 

 

elde edilir. Yani ݂(ݖ) ∈  □  .dir ࡿ

 

2.3. Alan Teoremi 

 

2.3.1. Teorem. ݂ ∈ ഥ௥ܦ ve ࡿ = :ݖ} |ݖ| ≤ ݎ ≤ 1} olsun. Bu durumda ݂(ܦഥ௥) sınırlı 

bölgesinin alanı  

 

௥ܣ = ෍݊ߨ
ஶ

௡ୀଵ

|ܽ௡|ଶݎଶ௡ 

 

dir. (Goodman 1983) 

 

İspat. ݖ = ݔ + ݕ݅ ∈ ݓ ഥ௥ veܦ = (ݖ)݂ = ݑ +  .olsun ݒ݅

 

௥ܣ = ඵ ݒ݀	ݑ݀ = ඵฬ
,ݑ)߲ (ݒ
,ݔ)߲ ฬ(ݕ ݕ݀	ݔ݀

஽ഥೝ௙(஽ഥೝ)
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dir. Burada ݂ nin analitikliği göz önüne alınırsa, 

 

ฬ
,ݑ)߲ (ݒ
,ݔ)߲ ฬ(ݕ =

ቚ
௫ݑ ௬ݑ
௫ݒ ௬ݒ ቚ = ቚ

௫ݑ ௫ݒ−
௫ݒ ௫ݑ ቚ = ௫ଶݑ + ௫ଶݒ = |݂ᇱ(ݖ)|ଶ 

ve 

 

௥ܣ	 =ඵ|݂ᇱ(ݖ)|ଶ	݀ݔ	ݕ݀ = න න ห݂ᇱ൫݁ߩ௜ఏ൯ห
ଶ
ߠ݀	ߩ݀	ߩ

௥

଴

ଶగ

଴஽ഥೝ

																																																(2.4) 

 

olur. 

 

݂ᇱ൫݁ߩ௜ఏ൯ = ܽଵ + 2ܽଶ݁ߩ௜ఏ +⋯+ ݊ܽ௡ߩ௡ିଵ݁௜(௡ିଵ)ఏ +⋯ 

 

olduğundan  

 

ห݂ᇱ(݁ߩ௜ఏ)ห
ଶ
= ݂ᇱ൫݁ߩ௜ఏ൯݂ᇱ(݁ߩపఏ)തതതതതതതതതതത = ෍݊ଶ|ܽ௡|ଶߩଶ௡ିଶ +෍ܿ௞

ஶ

௞ஷ଴

ஶ

௡ୀଵ

݁௜௞ఏ  

 

elde edilir. Buradaki ܿ௞ lar ܽ௡ ve		ߩ ya bağlıdır. Böylece, 

 

ห(௜ఏ݁ߩ)ห݂ᇱߩ
ଶ
= ෍݊ଶ|ܽ௡|ଶ

ஶ

௡ୀଵ

ଶ௡ିଵߩ +෍ܿߩ௞

ஶ

௞ஷ଴

݁௜௞ఏ  

 

ifadesi (2.4) de yerine yazılıp terim terime integrallenebilir olduğu ve k≠ 0 için 

∫ ݁௜௞ఏ݀ߠ = 0ଶగ
଴  göz önüne alınırsa, 

 

௥ܣ = ଶ௡ݎ෍݊|ܽ௡|ଶߨ
ஶ

௡ୀଵ

 

 

bulunur.  □  
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2.3.2 Örnek.	݂(ݖ) = ∑ ܽ௡ݖ௡ஶ
௡ୀିஶ  fonksiyonu ܦ = :ݖ} ݎ ≤ |ݖ| ≤ ܴ, 0 < ݎ < ܴ < 1	} 

de analitik olsun. ݂(ܦ) nin alanı, 

 

ܣ = ߨ ෍ ݊|ܽ௡|ଶ(ܴଶ௡ − (ଶ௡ݎ
ஶ

௡ୀିஶ

 

 

dir. 

 

Çözüm.  

ܣ																	 = ∬ ݒ݀	ݑ݀ = ∬ డ(௨,௩)
డ(௫,௬)

ݕ݀	ݔ݀ = ∫ ∫ ห݂ᇱ(݁ߞ௜ఏ)ห
ଶ
ଶగߞ݀	ߠ݀ߞ

଴
ோ
௥஽௙(஽)       

 

ve 

න ห݂ᇱ(݁ߞ௜ఏ)ห
ଶ
	ߠ݀ߞ = ߨ2 ෍ ݊ଶ|ܽ௡|ଶߞଶ௡ିଶ

ஶ

௡ୀିஶ

ଶగ

଴
 

 

eşitlikleri göz önüne alınırsa; 

 

ܣ = න 	ߨ2 ෍ ݊ଶ|ܽ௡|ଶ
ஶ

௡ୀିஶ

ோ

௥
ߞଶ௡ିଵ݀ߞ = ߨ2 ෍ ݊ଶ|ܽ௡|ଶ

ܴଶ௡ − ଶ௡ݎ

2݊

ஶ

௡ୀିஶ

 

 

																																																																			= 	ߨ ෍ ݊|ܽ௡|ଶ
ஶ

௡ୀିஶ

(ܴଶ௡ −  (ଶ௡ݎ

 

elde edilir.  □ 

 

2.3.3. Teorem (Alan Teoremi). ݂(ݖ) = ∑ ܾ௡ିݖ௡	ஶ
௡ୀ଴ fonksiyonu ܧ∗ = :ݖ} |ݖ| > 1} de 

analitik ve yalınkat ise  

 

෍݊|ܾ௡|ଶ ≤ 1
ஶ

௡ୀଵ

 

dir.  
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İspat.	݂ nin almadığı değerlerin kümesi D olsun.	|ݖ| = ݎ > 1 çemberinin f altındaki 

görüntüsü ߛ௥ olsun. ݂ yalınkat olduğundan ߛ௥, ܦ௥ ⊃  bölgesini saran basit kapalı bir ܦ

eğridir. Green Teoreminden ܦ௥ nin alanı 

 

௥ܣ =
1
2݅
න ݓഥ݀ݓ =

1
2݅
න തതതതതത(ݖ)݂
|௭|ୀ௥ఊೝ

݂ᇱ(ݖ)݀ݖ 

 

dir. Buradan  

 

௥ܣ =
1
2݅
න ൭̅ݖ +෍ܾ௡തതത

ஶ

௡ୀ଴

௡൱ି(̅ݖ)
|௭|ୀ௥

൭1 − ෍ ܾ݉௠ିݖ௠ିଵ
ஶ

௠ୀଵ

൱݀ݖ 

 

=
1
2
න ൭ି݁ݎ௜ఏ +෍ܾ௡തതത

ஶ

௡ୀ଴

	௡݁ି௜௡ఏ൱ିݎ
ଶగ

଴
	൭1 − ෍ ܾ݉௠ିݎ௠ିଵ݁ି௜(௠ାଵ)ఏ

ஶ

௠ୀଵ

൱  ߠ௜ఏ݀݁ݎ

 

=
1
2
න ൭ݎଶ − ෍ ܾ௠ିݎ௠ାଵ݁ି௜(௠ାଵ)ఏ +෍ܾ௡തതത

ஶ

௡ୀ଴

௡ାଵ݁ି௜(௡ିଵ)ఏିݎ
ஶ

௠ୀଵ

ଶగ

଴
 

 

−෍ ෍݉
ஶ

௠ୀଵ

ஶ

௡ୀ଴

ܾ௡തതത	ܾ௠ିݎ௡ି௠݁ି௜(௡ା௠)ఏ൱݀ߠ 

 

=
1
2
൭න ߠଶ݀ݎ − ෍ ܾ݉௠ିݎ௠ାଵන ݁ି௜(௠ାଵ)ఏ݀ߠ +෍ܾ௡തതത

ஶ

௡ୀ଴

௡ାଵනିݎ	 ݁ି௜(௡ିଵ)ఏ݀ߠ
ଶగ

଴

ଶగ

଴

ஶ

௠ୀଵ

ଶగ

଴
 

 

−෍ ෍݉
ஶ

௠ୀଵ

ஶ

௡ୀ଴

ܾ௡തതത	ܾ௠ିݎ௡ି௠ −න ݁ି௜(௡ା௠)ఏ݀ߠ
ଶగ

଴
ቇ 

 

elde edilir. ൛݁௜௡ఏൟ ortogonal yani 

1
ߨ2

න ݁௜(௡ି௠)ఏ݀ߠ = ቄ0, ݉ ≠ ݊
1, ݉ = ݊

ଶగ

଴
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olduğundan 

 

௥ܣ =
1
2
൭2ݎߨଶ − ଶ௡ିݎ෍݊|ܾ௡|ଶߨ2

ஶ

௡ୀଵ

൱ = ߨ ൭ݎଶ −෍݊|ܾ௡|ଶିݎଶ௡
ஶ

௡ୀଵ

൱ 

 

olur. ݎ → 1ା için 

 

௥ܣ = ൭1ߨ −෍݊|ܾ௡|ଶ
ஶ

௡ୀଵ

൱ 

 

bulunur.	ܣ௥ ≥ 0 olduğu dikkate alınırsa 			 

 

෍݊|ܾ௡|ଶ
ஶ

௡ୀଵ

≤ 1 

 

elde edilir.  □ 

 

2.3.4. Teorem. ݂ ∈ |ise |ܽଶ ࡿ ≤ 2 dir. Eşitlik ancak ve ancak ݂ nin Koebe 

fonksiyonunun bir rotasyonu olması durumunda geçerlidir (Bieberbach 1916). 

 

İspat. ݂ ∈ (ݖ)݃ olsun. Bu takdirde Teorem 2.1.2 (vi) den dolayı ࡿ = ඥ݂(ݖଶ) de ࡿ 

sınıfına aittir. Üstelik  

 

(ݖ)݃ = ݖ +
1
2ܽଶݖ

ଷ + ൬
1
2ܽଷ −

1
8ܽଶ

ଶ൰ ହݖ +⋯ 

 

dır. Teorem 2.2.2 gereği 

 

ℎ(ߦ) =
1

݃(1 ⁄ߦ ) = ߦ − (1 2)ܽଶିߦଵ + ܾଷିߦଷ + ܾହିߦହ +⋯																																										(2.5)⁄  

 

fonksiyonu  ઱ sınıfında bulunur. Teorem 2.3.3 den dolayı  
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	∑ ݊|ܾ௡|ଶ = |−ܽଶ/2|ଶ + 3|ܾଷ|ଶ + 5|ܾହ|ଶ +⋯	≤ 1																																																		(2.6)ஶ
௡ୀଵ   

 

olur. Buradan |−ܽଶ/2|ଶ ≤ 1 ve |ܽଶ| ≤ 2 elde edilir. Eğer |ܽଶ| = 2 yani ܽଶ = 2݁௜ఈ ise 

(2.6) bağıntısında her n≥ 2 için ܾ௡ = 0 olur. Bu takdirde (2.5) bağıntısı 

 

ℎ(ߦ) = ߦ − (1 2)⁄ ܽଶିߦଵ = ߦ − ݁௜ఈିߦଵ 

olup 

(ݖ)݃ =
1

ℎ(1 ⁄(ݖ =
1

ଵିݖ − ݁௜ఈݖ =
ݖ

1 − ݁௜ఈݖଶ 

dir. 

(ଶݖ)݂ = ଶ(ݖ)݃ =
ଶݖ

(1 − ݁௜ఈݖଶ)ଶ 

 

olduğundan ݂(ݖ) = ൫1ݖ − ݁௜ఈݖ൯
ିଶ

 dir. O halde eşitlik ancak ve ancak  

 

(ݖ)݂ = ݁௜ఈ݇൫݁ି௜ఈݖ൯ =
ݖ

(1 − ݁௜ఈݖ)ଶ 

 

olması durumunda geçerlidir. Bu ise Koebe fonksiyonunun bir rotasyonudur.  □ 

 

2.3.5.Bieberbach Tahmini. Eğer ݂ ∈ |ise |ܽ௡ ࡿ ≤ ݊, (݊ ≥ 2) dir. Eşitlik ancak ve 

yalnız Koebe fonksiyonu ve onun rotasyonları için geçerlidir (Bieberbach 1916). 

 

1916 dan beri meşhur olan Bieberbach tahmininin ispatlanması uzun yıllar 

matematikçileri meşgul etmiştir. 1985 yılında Louis de Branges bu eşitsizliğin 

doğruluğunu kesin olarak göstermiştir 

 

2.3.6. Teorem. S sınıfının her fonksiyonunun değer kümesi {ω:	|ω| ≤ 1/4} dairesini 

kapsar. Bu eşitsizlik kesin olup eşitlik ancak ve ancak ݂(ݖ) nin Koebe fonksiyonu ve 

onun rotasyonları olması durumunda geçerlidir (Koebe 1907). 

 

İspat. Eğer bir ݂ ∈ S fonksiyonu ω ∈ ℂ değerini almıyorsa  
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(ݖ)݃ =
(ݖ)݂߱
߱ − (ݖ)݂ = ݖ + ൬ܽଶ +

1
߱൰ ݖ

ଶ +⋯ 

 

fonksiyonu Teorem 2.1.2 (v) gereği S sınıfına aittir. ݂ ∈ S ve Teorem 2.3.4 gereği 

ቚቀܽଶ +
ଵ
ఠ
ቁቚ ≤ 2 olduğundan  ଵ

|ఠ|
≤ 2 + |ܽଶ| olur. Dolayısıyla buradan |߱| ≥ 1 4⁄  elde 

edilir. Böylece ݂ nin almadığı her değer |߱| < 1/4 diskinin dışında kalmak zorundadır. 

Eğer |߱| ≤ 1/4 ise |ܽଶ| = 2 olmak zorundadır. Bu ise ݂(ݖ) nin Koebe fonksiyonunun 

bir rotasyonu olması durumunda geçerlidir.  □ 

 

2.4. Distorsiyon Teoremleri 

 

Bir ݂ analitik dönüşümün kendisinin ve türevlerinin mutlak değerleri için alt ve üst 

sınırlar elde edilmesine distorsiyon teoremleri denir. 

 

Aşağıda Koebe distorsiyon teoremleri olarak bilinen, S sınıfına ait bir f fonksiyonunun 

ݖ ∈ ௥തതതܦ = :ݖ} |ݖ| ≤ ݎ < 1} olması durumunda |݂(ݖ)| ve |݂ᇱ(ݖ)| için alt ve üst sınırlar 

verilecektir. 

 

2.4.1. Teorem. ݂ ∈ ܵ ise her ݖ ∈  ௥തതത içinܦ

 

	
1 − ݎ

(1 + ଷ(ݎ ≤
|݂ᇱ(ݖ)| ≤

1 + ݎ
(1 − ଷ(ݎ 																																																																																												 (2.7) 

ve  

 

		
ݎ

(1 + ଶ(ݎ ≤
|(ݖ)݂| ≤

ݎ
(1 − ଶ(ݎ 																																																																																													(2.8) 

dır (Goodman 1983). 

 

İspat. 0 < |α| < 1 için  

 

(ݖ)߱ = ݂ ൬
ݖ + ߙ
1 +  ത൰ߙݖ
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fonksiyonu E de yalınkattir. Böylece  

 

(ݖ)݃ =
(ݖ)߱ − (ߙ)݂

݂ᇱ(ߙ)(1 −  (ଶ|ߙ|

 

fonksiyonu da E de yalınkattir ve ݃(0) = 0, ݃ᇱ(0) = 1 bağıntıları sağlanır. Dolayısıyla 

݃ ∈  ,nin orijin civarında Taylor açılımının ikinci katsayısı ise (ݖ)݃ ,dir. Eğer ܽଶ ࡿ

 

ܽଶ =
݃ᇱᇱ(0)
2! =

1
2
ቈ
݂ᇱᇱ(ߙ)(1 − (ଶ|ߙ|

݂ᇱ(ߙ) −  ത቉ߙ2

 

dir.	|ܽଶ| ≤ 2 olduğundan 

 

ቤ
݂ᇱᇱ(ߙ)(1 − (ଶ|ߙ|

݂ᇱ(ߙ) − തቤߙ2 ≤ 4 

 

dir.	ߙ ile ݖ yer değiştirirse, 

 

	ቤ
(ݖ)ᇱᇱ݂ݖ
݂ᇱ(ݖ) −

|ݖ|2
1 − ଶ|ݖ|

ቤ ≤
|ݖ|4

1 − ଶ|ݖ| 																																																																																											(2.9) 

 

olur.	|ݖ| = ݎ < 1 alınırsa, 

 

ቤܴ݁
(ݖ)ᇱᇱ݂ݖ
݂ᇱ(ݖ) −

ݎ2
1 − ଶݎ

ቤ ≤ ቤ
(ݖ)ᇱᇱ݂ݖ
݂ᇱ(ݖ) −

ݎ2
1 − ଶݎ

ቤ ≤
ݎ4

1 −  ଶݎ

 

olur. Böylece  

 

	
ଶݎ2 − ݎ4
1 − ଶݎ ≤ 	ܴ݁

(ݖ)ᇱᇱ݂ݖ
݂ᇱ(ݖ) ≤

ଶݎ2 + ݎ4
1 − ଶݎ 																																																																																(2.10) 

 

bulunur. ݖ =  ,௜ఏ alınırsa݁ݎ
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݂ᇱ(ݖ) = ݁ି௜ఏ(ݑ௥ + (ݖ) ve ݂ᇱᇱ	௥)ݒ݅ = ݁ିଶ௜ఏ(ݑ௥௥ +  (௥௥ݒ݅

 

olduğundan  

 

(ݖ)ᇱᇱ݂ݖ
݂ᇱ(ݖ) =

௥௥ݑ)ݎ + (௥௥ݒ݅
௥ݑ + ௥ݒ݅

=
௥௥ݑ)ݎ + ௥ݑ)(௥௥ݒ݅ − (௥ݒ݅

௥ଶݑ + ௥ଶݒ
 

 

olur. Böylece  

 

ܴ݁
(ݖ)ᇱᇱ݂ݖ
݂ᇱ(ݖ) =

௥௥ݑ)ݎ + ௥ݑ)(௥௥ݒ݅ − (௥ݒ݅
௥ଶݑ + ௥ଶݒ

= ݎ
߲
ݎ߲ ݊ܫ

௥ଶݑ) + ௥ଶ)ଵ/ଶݒ = ݎ
߲
ݎ߲ ݊ܫ	

|݂ᇱ(ݖ)| 

 

elde edilir. Bu son ifade (2.9) da yerine yazılır ve ݎ ≠ 0 ile bölünürse, 

 

ݎ2 − 4
1 − ଶݎ ≤

߲
ݎ߲ ݊ܫ	

|݂ᇱ(ݖ)| 	≤
ݎ2 + 4
1 −  ଶݎ

 

bulunur. 0 dan ݎ ye integral alındığında 

 

1)݊ܫ − (ݎ − 1)݊ܫ3 + (ݎ ≤ |(ݖ)ᇱ݂|݊ܫ	 ≤ 1)݊ܫ + (ݎ − 1)݊ܫ3 −  (ݎ

 

veya 
1 − ݎ

(1 + ଷ(ݎ ≤
|݂ᇱ(ݖ)| ≤

1 + ݎ
(1 −  ଷ(ݎ

 

eşitsizliği elde edilir. 

 

(2.8) bağıntısını elde etmek için (2.7) nin sağ tarafının ߞ = ௜ఏ݁ݐ  için 0 ≤ ݐ ≤  doğru ݎ

parçası boyunca ߞ = 0 dan ߞ = ݖ =  ,௜ఏ ya integrali alınırsa݁ݎ	

 

|݂ᇱ(ݖ)| = ቤන ݂ᇱ(ߞ)݀ߞ
௥

଴
ቤ ≤ න |݂ᇱ(ߞ)|

௥

଴
ߞ݀ ≤ න

1 + ݐ
(1 − ଷ(ݐ ݐ݀ =

ݎ
(1 − 					ଶ(ݎ

௥

଴
															(2.11) 
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bulunur.  

 

Şimdi (2.8) in sol tarafındaki eşitsizliğin doğruluğu gösterilecektir. 0 ≤ ݎ < 1 iken  

1)ݎ + ଶି(ݎ < 1 4⁄   olduğundan |݂(ݖ)| ≥ 1/4 ise eşitsizlik sağlanır. |݂(ݖ)| > 1/4 

olduğu kabul edilsin. Teorem 2.3.6 gereği, orijini ݓ =  ଵߛ  noktasına birleştiren (ݖ)݂

doğrusu ݂(ܧ) içinde kalır. Eğer ߛ = ݂ିଵ(ߛଵ) ise ߛଵ boyunca,  

 

|ݓ| = න |ݓ݀| = )ܮ
|௪|

଴
 (ଵߛ

 

ifadesi (2.7) nin sol tarafındaki eşitsizlik ve |݀ݖ| = ଶ(ݎ݀)] + ଶ]ଵ/ଶ(ߠ݀)ଶݎ ≥  olduğu ݎ݀

göz önüne alınırsa, r boyunca  

 

|(ݖ)݂|	 = න |݂ᇱ(ݖ)||݀ݖ| ≥ න
1 − ݎ

(1 + ଷ(ݎ ݎ݀ =
ݎ

(1 + ଶ(ݎ 																																													(2.12)
௥

଴

|௭|

଴
 

 

olur. (2.11) ve (2.12) birleştirilirse (2.8) in sol tarafındaki eşitsizlik elde edilir. (2.8) in 

sağ tarafındaki eşitsizliğin doğruluğu da benzer şekilde gösterilir. Eşitlik durumu Koebe 

fonksiyonu ve onun bir rotasyonu durumunda geçerlidir.  □ 

 

2.4.2. Teorem. Eğer ݂ ∈ ܵ	ve 0 ≤ ݎ < 1 ise bu takdirde 0 ≤ |ݖ| <  olacak şekildeki ݎ

her z için  

 

|(ݖ)ᇱ݂݃ݎܣ| ≤ ݊ܫ2
1 + ݎ
1 −  ݎ

dır. 

 

İspat. (2.9) gereği 

ቤ݉ܫ
(ݖ)ᇱᇱ݂ݖ
݂ᇱ(ݖ)

ቤ ≤ ቤ
(ݖ)ᇱᇱ݂ݖ
݂ᇱ(ݖ) −

ݎ2
1 − ଶݎ

ቤ ≤
ݎ4

1 −  ଶݎ

 

݉ܫ
(ݖ)ᇱᇱ݂ݖ
݂ᇱ(ݖ) = ݎ

௥௥ݒ௥ݑ − ௥௥ݑ௥ݒ
௥ଶݑ + ௥ଶݒ

= ݎ
߲
ݎ߲ ݂݃ݎܣ

ᇱ(ݖ) 
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olduğundan, 

ฬ
߲
ݎ߲ ݂݃ݎܣ

ᇱ(ݖ)ฬ ≤
4

1 −  ଶݎ

 

elde edilir. |݂݃ݎܣᇱ(ݖ)| = ቚ∫ డ
డ௥
௥ݎ݀(ݖ)ᇱ݂݃ݎܣ

଴ ቚ olduğu kullanılırsa; 

 

|(ݖ)ᇱ݂݃ݎܣ| = ቤන
߲
ݎ߲ ݂݃ݎܣ

ᇱ(ݖ)݀ݎ
௥

଴
ቤ ≤ න ฬ

߲
ݎ߲ ݂݃ݎܣ

ᇱ(ݖ)ฬ ݎ݀ ≤ න
ݎ4݀
1 − ଶݎ = ݊ܫ2

1 + ݎ
1 − ݎ

௥

଴

௥

଴
 

 

elde edilir. Ancak bu sonuç kesin değildir. Kesin sonuç Goluzin (1936) tarafından elde 

edilmiştir. Buna göre ݂ ∈   ise ࡿ

 

|(ݖ)ᇱ݂݃ݎܣ| ≤

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ,		ݎ݊݅ݏܿݎܣ4 ݎ ≤

1
√2

ߨ + ݊ܫ
ଶݎ

1 − ଶݎ 			 ,
1
√2

≤ ݎ < 1	
 

 

dir.  □ 

 

2.5. Reel Kısmı Pozitif Olan Fonksiyonlar 

 

2.5.1. Tanım. ݖ ∈ ((ݖ)݂)ܴ݁  için ܧ > 0 olacak şekilde E de analitik ve  

 

(ݖ)݂ = 1 +෍݌௡ݖ௡
ஶ

௡ୀଵ

 

şeklinde bir açılıma sahip olan fonksiyonlara reel kısmı pozitif fonksiyonlar denir. Bu 

fonksiyonların oluşturduğu sınıf P ile gösterilir. 

 

Tanımda da belirtildiği gibi P sınıfına ait fonksiyonların yalınkat olması gerekmez. 

Örneğin; ݊ ≥ 0 sayısı için ݂(ݖ) = 1 + ݊ ௡, P sınıfına ait olmasına rağmenݖ ≥ 2 için 

yalınkat değildir. Koebe fonksiyonunun S sınıfında oynadığı önemli rolü P sınıfında 
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(ݖ)ܮ =
1 + ݖ
1 − ݖ = 1 + 2෍ݖ௡

ஶ

௡ୀଵ

 

 

fonksiyonu oynar. Bu fonksiyon, P de olup aynı zamanda E de analitik ve yalınkattır. 

 nin karakterinde bir (ݖ)݇  ile (ݖ)ܮ	.fonksiyonu E yi sağ yarı düzlem içine resmeder	ܮ

fark vardır. S sınıfındaki birçok ekstremal problemde Koebe fonksiyonu tek çözümdür. 

Buna karşılık (ݖ)ܮ fonksiyonu, P sınıfındaki bir ݂(ݖ) fonksiyonunun  ݌௡ katsayılarını 

maksimize eder. Fakat ݊ ≥ 2 için ݌௡ = 2 olacak şekilde P de sonsuz çoklukta 

fonksiyonlar da vardır. Bunların birinden diğerine herhangi bir rotasyonla geçmek 

mümkün değildir. 

 

ଵߣ + ଶߣ = 1 olacak şekilde negatif olmayan iki sayı 	ߣଵ	, ,(ݖ)ଶ ve ଵ݂ߣ ଶ݂(ݖ) ∈  olmak ࡼ

üzere ݂(ݖ) = 	ଵߣ ଵ݂(ݖ) + ଶߣ ଶ݂(ݖ) fonksiyonu da P dedir. Bu nedenle P sınıfı konvekstir. 

Buradan hareketle her k için  ߣ௞	 ≥ 0 ve ∑ 	௞ߣ = 1ஶ
௞ୀଵ  olmak üzere  

 

(ݖ)݂ = ෍ߣ௞	

ஶ

௞ୀଵ
௞݂(ݖ)		 

 

şeklinde sonsuz toplama geçilebilir. 

 

Eğer ݂(ݖ) ∈ ߠ ise her bir ࡼ ∈ ℝ  için ݂(݁ି௜ఏݖ) de ࡼ dedir.	ߣ௞	 lar yerine ݀(ߠ)ߣ 

yazılarak yukarıdaki ifade Riemann Stieltjes integraline dönüştürülebilir. 

 

2.5.2. Teorem. ݂(ݖ) ∈   fonksiyonu (ߠ)ߣ ise o zaman reel değerli, azalmayan bir ࡼ

 

න݀ (ߠ)ߣ =  ߨ2

 

olacak şekilde vardır ve her ݖ ∈  için ܧ

 

(ݖ)݂ =
1
ߨ2

න
1 + ௜ఏି݁ݖ

1 − ௜ఏି݁ݖ ߣ݀
(ߠ) =

1
ߨ2

න (ߠ)ߣ൯݀ݖ൫݁ି௜ఏܮ
ଶగ

଴

ଶగ

଴
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dir. Tersine ݂(ݖ) teoremdeki şartları sağlayacak şekilde tanımlanır ve (ߠ)ߣ azalmayan 

ise ݂(ݖ) ∈  .dir (Goodman 1983) ࡼ

 

2.5.3. Teorem. ݂(ݖ), ଵ݂(ݖ), ଶ݂(ݖ) ∈  ise bu takdirde aşağıda verilen eşitliklerdeki ࡼ

fonksiyonlar da ࡼ dedir (Goodman 1983) . 

 

i. ݃(ݖ) = ݂൫݁௜ఈݖ൯	, ߙ ∈ ℝ 

ii. ݃(ݖ) = ൫݂(ݖ)൯
௧
 veya 	݃(ݖ) = 1−,(ݖݐ)݂ ≤ ݐ ≤ 1 

iii. ݃(ݖ) = 1 ⁄(ݖ)݂  

iv. ݃(ݖ) = ଵ
௔
ቂ݂ ቀ ௭ାఊ

ଵା௭ఊഥ
ቁ − ܾ݅ቃ	 , (ߛ)݂ = ܽ + ܾ݅	, ߛ ∈  ܧ

v. ݃(ݖ) = ( ଵ݂(ݖ))௧భ( ଶ݂(ݖ))௧మ 		, 0 ≤ ,ଵݐ ,ଶݐ ଵݐ + ଶݐ ≤ 1 

vi. ݃(ݖ) = ௙(௭)ା௜௕
ଵା௜௕௙(௭)

		 , ܾ ∈ ℝ 

 

İspat. P nin tanımından ispat kolayca elde edilir.  □ 

 

2.5.4. Caratheodory Lemma. ݂(ݖ) ∈ (ݖ)݂ ve 			ࡼ = 1 + ∑ ௡ஶݖ௡݌
௡ୀଵ  olsun. Bu 

takdirde, ݊ = 1,2, … için |݌௡| ≤ 2 dir. Bu eşitsizlik her bir ݊ için kesindir 

(Caratheodory 1911). 

 

İspat. 	݂(ݖ) ∈  olduğundan Teorem 2.5.2 gereği	ࡼ

 

(ݖ)݂ =
1
ߨ2

න
1 + ௜ఏି݁ݖ

1 − ௜ఏି݁ݖ ߣ݀
(ߠ)

ଶగ

଴
 

 

dir. Buradan  

 

(ݖ)݂																											 =
1
ߨ2

න ൭1 +෍݁ି௜௡ఏݖ௡
ஶ

௡ୀଵ

൱݀
ଶగ

଴
 (ߠ)ߣ
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																																																							=
1
ߨ2

න ݀
ଶగ

଴
(ߠ)ߣ +෍൭

1
ߨ
න ݁ି௜௡ఏ
ଶగ

଴
൱(ߠ)ߣ݀

ஶ

௡ୀଵ

 ௡ݖ

 

= 1 +෍݌௡ݖ௡
ஶ

௡ୀଵ

 

 

elde edilir. Dolayısıyla  

 

௡݌ =
1
ߨ
න ݁ି௜௡ఏ݀
ଶగ

଴
 (ߠ)ߣ

 

dır. Böylece 

 

|௡݌| ≤
1
ߨ
න ݀
ଶగ

଴
(ߠ)ߣ = 2 

 

bulunur. Eşitlik ancak ve ancak  

 

(ݖ)݂ =
1 + ݖ
1 − ݖ = 1 + 2෍ݖ௡

ஶ

௡ୀଵ

 

 

fonksiyonu için geçerlidir.  □ 

 

2.6. Yalınkat Fonksiyonların Bazı Alt Sınıfları 

 

Bu kısımda S sınıfının alt sınıfları olan yıldızıl ve konveks fonksiyon sınıfları 

tanıtılacak ve bazı temel özellikleri verilecektir. 

 

2.6.1. Tanım. Düzlemde bir D kümesi ve bir 	߱଴ ∈  ߱଴	 noktası verilmiş olsun. Eğer ܦ

noktasını diğer her bir ߱ ∈  noktasına birleştiren doğru parçası tamamen D içinde ܦ

kalıyorsa, D kümesine ߱଴ noktasına göre yıldızıldır, denir. 
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Özel olarak  ߱଴ = 0 için D bölgesi orijine göre yıldızıldır, ya da, sadece D bölgesi 

yıldızıldır diye tanımlanabilir. 

 

2.6.2. Tanım. ݂	 fonksiyonu E de yalınkat olmak üzere her ݖ ∈  E bölgesini ,(ݖ)݂ için ܧ

߱଴=݂(ݖ଴) noktasına göre yıldızıl olan bir başka bölgeye resmediyorsa, ݂(ݖ) fonksiyonu 

߱଴ noktasına göre yıldızıldır, denir. 

 ߱଴ = 0 alınırsa ݂(ݖ) fonksiyonu yıldızıl fonksiyon olarak adlandırılır. Yıldızıl 

fonksiyonların kümesi ST ile gösterilir. 

Koebe fonksiyonu , ߱଴ > −1 4⁄   olmak üzere ߱଴ noktasına göre yıldızıl bir 

fonksiyondur. 

 

2.6.3. Tanım. 	Гz : (ݐ)ݖ = (ݐ)ݔ + ݐ , (ݐ)ݕ݅ ∈ [ܽ, ܾ]  şeklinde parametrelendirilmiş bir 

eğri ve (ݐ)ݔ ile (ݐ)ݕ reel değerli fonksiyon olmak üzere; 

 

ݖ߲
ݐ߲ =

ݔ߲
ݐ߲ + ݅

ݕ߲
ݐ߲ ≠ ݐ		0 ∈ [ܽ, ܾ] 

 

olsun.	Гz eğrisinin ݂(ݖ) analitik fonksiyonu altındaki görüntüsü  Гw ve ߱଴ ∉ 	Гw olsun. 

Eğer arg(߱ −߱଴),ݐ ∈ [ܽ, ܾ] için azalmayan bir fonksiyon yani  

డ
డ௧

 arg(߱ −߱଴) ≥ 0	, ݐ ∈ [ܽ, ܾ] 

 

ise Гw eğrisine ߱଴ noktasına göre yıldızıl eğridir, denir. 

 

2.6.4. Lemma. Гz: z=  noktasına göre yıldızıl	altındaki görüntüsü ߱଴ (ݖ)݂ eğrisinin (ݐ)ݖ

olması için gerek ve yeter şart  
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݉ܫ ቈ
݂ᇱ(ݖ)

(ݖ)݂ − ߱଴
∙ ቉(ݐ)ᇱݖ ≥ 0 

 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır (Goodman 1983). 

 

İspat. Tanım 2.6.3 deki  డ
డ௧

 arg(߱ −߱଴) ≥ 0	, ݐ ∈ [ܽ, ܾ] eşitsizliği ele alınırsa; 

 

డ
డ௧

 arg(߱ −߱଴) =
డ
డ௧
݉ܫ] ln(߱ − ߱଴)] = ݉ܫ ቂ డ

డ௧
߱)݊ܫ	 − ߱଴)ቃ 

 

																																														= ݉ܫ ൤
߲
ݖ߲
[ln(߱ − ߱଴)]

ݖ߲
൨ݐ߲ = ݉ܫ ቈ

݂ᇱ(ݖ)
(ݖ)݂ − ߱଴

∙  ቉(ݐ)ᇱݖ

 

elde edilir. Dolayısıyla ݉ܫ ቂ ௙ᇲ(௭)
௙(௭)ିఠబ

∙ ቃ(ݐ)ᇱݖ ≥ 0 olur.  □ 

 

CR :	|ݖ| = ܴ eğrisi için z= ܴ݁௜௧ 	, 0 ≤ ݐ ≤ (ݐ)′ݖ olmak üzere 	ߨ2 = ܴ݅݁௜௧ =  olup  ݖ݅

 

݉ܫ ቈ
݂ᇱ(ݖ)

(ݖ)݂ − ߱଴
∙ ቉(ݐ)ᇱݖ = ݉ܫ	 ቈ

(ݖ)ᇱ݂ݖ݅
(ݖ)݂ − ߱଴

቉ = ܴ݁ ቈ
(ݖ)ᇱ݂ݖ

(ݖ)݂ − ߱଴
቉ ≥ 0																										(2.13)	 

 

elde edilir. 
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Sonuç. ݂ fonksiyonu ߱଴ noktasına göre yıldızıl fonksiyon ise  

 

(ݖ)ᇱ݂ݖ
(ݖ)݂ − ߱଴

∈  ࡼ

dir. 

 

2.6.5. Teorem. ݂(ݖ) , ER : |ݖ| ≤ ܴ  kapalı diskinde analitik ve univalent bir fonksiyon 

olsun. CR :	|ݖ| = ܴ ve her z	∈ CR için ݂(ݖ) nin ER yi ߱ = 0 noktasına göre yıldızıl bir 

bölgeye resmetmesi için gerek ve yeter şart 

 

ܴ݁ ቈ
(ݖ)ᇱ݂ݖ
(ݖ)݂

቉ ≥ 0 

 

olmasıdır. 

 

İspat. (2.13) ifadesinde ߱଴ = 0 alınarak istenilen sonuca ulaşılır.  □ 

 

2.6.6. Teorem. ݂(ݖ) = ݖ + ∑ ܽ௞ݖ௞ஶ
௞ୀଶ ∈ |ise her pozitif n tamsayısı için |ܽ௡  ࢀࡿ ≤ ݊	 

dir. Eşitlik hali 	݂ nin Koebe fonksiyonu ve onun rotasyonları olması durumunda 

sağlanır. 

 

İspat. ݂(ݖ) ∈ olduğundan  ௭௙ ࢀࡿ	
ᇲ(௭)

௙(௭)
	 ∈  dir. Bu nedenle ࡼ
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(ݖ)ᇱ݂ݖ
(ݖ)݂ = 1 +෍ܾ௞	ݖ௞	 = ,	(ݖ)݃ ݇ = 1,2, …	

ஶ

௞ୀଵ

 

 

biçiminde yazılabilir. 

 

(ݖ)ᇱ݂ݖ =  (ݖ)݃(ݖ)݂

olup 
 

ݖ +෍݇ܽ௞ݖ௞ = ൭ݖ +෍ܽ௞ݖ௞
ஶ

௞ୀଶ

൱൭1 +෍ܾ௞ݖ௞
ஶ

௞ୀଵ

൱
ஶ

௞ୀଶ

 

 

eşitliğinden ݖ௡ teriminin katsayıları eşitlenirse; 

 

	݊ܽ௡ = ܽ௡ +෍ܽ௡ି௞

௡ିଶ

௞ୀଵ

ܾ௞ + ܾ௡ିଵ			, ݊ = 3,4,5,…																																																											 (2.14) 

 

elde edilir. ݊ = 2 için 2ܽଶ = ܽଶ + ܾଵ	ise ܽଶ = ܾଵ olur. ݃(ݖ) ∈  olduğundan her ݇ için ࡼ

|ܾ௞| ≤ 2 dir. Dolayısıyla |ܽଶ| = |ܾଵ| ≤ 2 yazılabilir. 

|ܽ௞| ≤ ݇ olsun.	(2.14) eşitliğinden, 

 

|(݊ − 1)ܽ௡| = อ෍ܽ௡ି௞ܾ௞ + ܾ௡ିଵ

௡ିଶ

௞ୀଵ

อ ≤ ෍|ܽ௡ି௞||ܾ௞| + |ܾ௡ିଵ|
௡ିଶ

௞ୀଵ
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									≤ ෍2|ܽ௡ି௞| + 2
௡ିଶ

௞ୀଵ

= 2൭1 +෍|ܽ௡ି௞|
௡ିଶ

௞ୀଵ

൱	 

  

																													≤ 2൭1 +෍(݊ − ݇)
௡ିଶ

௞ୀଵ

൱ = 2൭1 +෍݇
௡ିଵ

௞ୀଶ

൱ 	= ݊(݊ − 1) 

 

|(݊ − 1)ܽ௡| ≤ 	݊(݊ − 1) 

 

olup |ܽ௡| ≤ ݊ elde edilir.  □ 

 

2.6.7. Teorem. ݂(ݖ), (2.1) formunda verilmiş olsun. Bu takdirde, 	∑ ݊|ܽ௡| ≤ 1	ஶ
௡ୀଶ ise 

(ݖ)݂ 	∈  .dir ࢀࡿ

 

İspat.	݂(ݖ) ∈ olduğunu göstermek için ௭௙ ࢀࡿ	
ᇲ(௭)

௙(௭)
	 ∈  .olduğunu göstermek gerekir ࡼ

	∑ ݊|ܽ௡| ≤ 1	ஶ
௡ୀଶ 	olduğundan, 

 

(ݖ)ᇱ݂ݖ|																													 − |(ݖ)݂ = อݖ +෍݊ܽ௡ݖ௡ − ݖ −෍ܽ௡ݖ௡
ஶ

௡ୀଶ

ஶ

௡ୀଶ

อ 

 

																																																														≤ ෍(݊ − 1)|ܽ௡||ݖ|௡ =
ஶ

௡ୀଶ

෍݊|ܽ௡|
ஶ

௡ୀଶ

௡|ݖ| −෍|ܽ௡||ݖ|௡
ஶ

௡ୀଶ
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																																																					≤ |ݖ| −෍|ܽ௡||ݖ|௡ ≤ อݖ +෍ܽ௡|ݖ|௡
ஶ

௡ୀଶ

อ = |(ݖ)݂|
ஶ

௡ୀଶ

 

 

bulunur ve böylece 

 

(ݖ)ᇱ݂ݖ|																		 − |(ݖ)݂ ≤  |(ݖ)݂|

 

olur. Buradan, ቚ௭௙ᇲ(௭)
௙(௭)

− 1ቚ ≤ 1	elde edilir. Böylece ܴ݁ ቄ௭௙
ᇲ(௭)

௙(௭)
ቅ ≥ 0	olup	݂(ݖ) 	∈   ࢀࡿ

dir.  □ 

 

2.6.8. Teorem. ݂(ݖ) 	∈   ,olsun. Bu takdirde ࢀࡿ

 

				
ݎ

ݎ) + 1)ଶ ≤
|(ݖ)݂| ≤

ݎ
(1 −  ଶ(ݎ

ve 

				
1 − ݎ

(1 + ଷ(ݎ ≤
|݂ᇱ(ݖ)| ≤

1 + ݎ
(1 −  ଷ(ݎ

dir (Goodman 1983). 

 

İspat. ST	⊂ (ݖ)݂  olduğundan ࡿ	 	∈  sınıfındadır. O halde	ࡿ aynı zamanda (ݖ)݂ ise  ࢀࡿ

Teorem 2.4.1. deki eşitsizlikleri kullanılarak yukarıdaki eşitsizlikler elde edilmiş olur. 

Koebe fonksiyonu aynı zamanda yıldızıl olduğundan buradaki eşitsizlikler alt sınıflar 

için de geçerlidir.  □ 
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2.6.9. Tanım. ܦ	karmaşık düzlemde bir bölge olsun. Farklı herhangi 	ݖ, ݓ ∈  noktaları ܦ

ve 0 ≤ ݐ ≤ 1 için  ݖݐ + (1 −  ye konveks bölge ܦ de kalıyorsa ܦ doğru parçası ݓ(ݐ

denir. 

 ݂ fonksiyonuna konvekstir denir. S sınıfına	deki analitik ܧ konveks bir bölge ise (ܧ)݂

ait konveks fonksiyonların kümesi CV ile gösterilir. 

(ݖ)ܮ = ଵା௭
ଵି௭

 fonksiyonu ܧ birim diskini sağ yarı düzleme resmettiğinden konvekstir. 

 

Herhangi bir konveks bölge her noktasına göre yıldızıl olduğundan bir konveks 

fonksiyon aynı zamanda bir yıldızıl fonksiyondur. Ancak tersi doğru değildir. Ayrıca, 

ࢂ࡯ ⊂ ࢀࡿ ⊂  .kapsaması yazılabilir ࡿ

 

2.6.10. Tanım. Гz : (ݐ)ݖ = (ݐ)ݔ + ݐ , (ݐ)ݕ݅ ∈ [ܽ, ܾ]  şeklinde parametrelendirilmiş bir 

eğri ve (ݐ)ݔ ile (ݐ)ݕ reel değerli fonksiyon olmak üzere; 

 

ݖ߲
ݐ߲ =

ݔ߲
ݐ߲ + ݅

ݕ߲
ݐ߲ ≠ ݐ		0 ∈ [ܽ, ܾ] 

 

olsun.	Гz eğrisinin ݂(ݖ) analitik fonksiyonu altındaki görüntüsü  Гw ve ߱଴ ∉ 	Гw olsun. 

Eğer ܽ݃ݎ	(ݖᇱ(ݐ)݂ᇱ(ݐ)) , ݐ ∈ [ܽ, ܾ] için azalmayan bir fonksiyon yani 

 

߲
ݐ߲
[arg	(ݖᇱ(ݐ)݂ᇱ(ݐ))] ≥ 0	, ݐ ∈ [ܽ, ܾ] 

 

ise Гw eğrisine ߱଴ noktasına göre konveks eğridir, denir. 
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2.6.11. Teorem. ݂ ∈ ܵ	olmak üzere ݂ nin konveks olması için gerek ve yeter şart 

|ݖ| < 1 için  

 

ܴ݁ ቈ1 + ݖ
݂ᇱᇱ(ݖ)
݂ᇱ(ݖ)

቉ ≥ 0 

 

olmasıdır (Goodman 1983). 

 

İspat. CR :	|ݖ| = ܴ eğrisi 0 ≤ ݐ ≤ =için z ߨ2 ܴ݁௜௧olmak üzere (ݐ)′ݖ = ܴ݅݁௜௧ =  ve ݖ݅

(ݐ)ᇱᇱݖ = −ܴ݁௜௧ = ve  డ 	ݖ−
డ௧
[arg	(ݖᇱ(ݐ)݂ᇱ(ݐ))] ≥ 0 	, ݐ ∈ [ܽ, ܾ] eşitsizliği göz önüne 

alınırsa; 

 

߲
ݐ߲
[arg	(ݖᇱ(ݐ)݂ᇱ(ݐ))] =

߲
ݐ߲ ݉ܫ

[((ݐ)ᇱ݂(ݐ)ᇱݖ)݊ܫ] =
߲
ݐ߲ ݉ܫ

(ݐ)ᇱݖ	݊ܫ] +  [(ݖ)ᇱ݂	݊ܫ

 

																																								= ݉ܫ ൤
߲
ݐ߲ ݖ	݊ܫ

ᇱ(ݐ) +
߲
ݐ߲ ݂	݊ܫ

ᇱ(ݐ)൨ = ݉ܫ ቈ
(ݐ)ᇱᇱݖ
(ݐ)ᇱݖ +

݂ᇱᇱ(ݐ)
݂ᇱ(ݐ) ݖ	

ᇱ(ݐ)቉ 

 

= ݉ܫ ቈ݅ + ݖ݅
݂ᇱᇱ(ݖ)
݂ᇱ(ݖ)

቉ = ܴ݁ ቈ1 + ݖ
݂ᇱᇱ(ݖ)
݂ᇱ(ݖ)

቉ ≥ 0 

elde edilir.  □ 

 

2.6.12. Teorem(Alexander Teoremi). 	ܧ௥ 	de ݂(ݖ) ≠ 0 olmak üzere ݂(ݖ) nin ܧ௥ 	de 

konveks olması için gerek ve yeter şart (ݖ)ܨ = ௥ܧ fonksiyonunun (ݖ)ᇱ݂ݖ 	de yıldızıl 

olmasıdır (Alexander 1915). 
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İspat. (ݖ)ܨ =  ;için (ݖ)′݂ݖ

(ݖ)ᇱܨݖ
(ݖ)ܨ = 1 + ݖ

݂ᇱᇱ(ݖ)
݂ᇱ(ݖ)  

 

dir. ݂(ݖ) nin ܧ௥ 	de konveks olması için gerek ve yeter şart Teorem 2.6.11 gereği 

ܴ݁ ቄ௭ி
ᇲ(௭)

ி(௭)
ቅ ≥ 0 dır. Böylece, Teorem 2.6.5 gereği 	(ݖ)ܨ ∈  □  .olur ࢀࡿ

 

2.6.13. Teorem. ݂(ݖ) = ݖ + ∑ ܽ௡ݖ௡ஶ
௡ୀଶ ∈  ise her bir pozitif ݊ tamsayısı için  ࢂ࡯

|ܽ௡| ≤ 1	 dir (Goodman 1983). 

 

İspat. ݂(ݖ) = ݖ + ∑ ܽ௞ݖ௞ஶ
௞ୀଶ ∈  fonksiyonu için ࢂ࡯

 

(ݖ)ᇱ݂ݖ = ݖ +෍݊ܽ௡ݖ௡
ஶ

௡ୀଶ

 

 

olup Teorem 2.6.12 gereği ݂ݖᇱ(ݖ) yıldızıldır. Teorem 2.6.6 gereği; 

 

݊|ܽ௡| ≤ ݊ veya |ܽ௡| ≤ 1 

 

bulunur. Eşitlik, ܧ yi ܴ݁ݓ > −1/2 yarı düzlemine resmeden ݓ = 1)/ݖ −  (ݖ

fonksiyonu ve onun rotasyonları için geçerlidir.  □ 

 

2.6.14. Teorem. ݂(ݖ) = ݖ + ∑ ܽ௡				ݖ௡ஶ
௡ୀଶ  ve ∑ ݊ଶ|ܽ௡| ≤ 1ஶ

௡ୀଶ  ise ݂	fonksiyonu 

konvekstir (Goodman 1983). 
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İspat. f nin konveks olduğunu göstermek için ܴ݁ ቄ1 + ݖ ௙
ᇲᇲ(௭)
௙ᇲ(௭)

ቅ ≥ 0 ifadesine denk olan 

ቚݖ ௙
ᇲᇲ(௭)
௙ᇲ(௭)

ቚ ≤ 1 eşitsizliğini göstermek yeterlidir. Buradan, 

 

ቤݖ
݂ᇱᇱ(ݖ)
݂ᇱ(ݖ)

ቤ = ቤ
∑ ݊(݊ − 1)ܽ௡ݖ௡ିଵஶ
௡ୀଶ

1 + ∑ ݊ܽ௡				ݖ௡ିଵஶ
௡ୀଶ

ቤ 

 

																								≤
∑ ݊(݊ − 1)|ܽ௡||ݖ|௡ିଵஶ
௡ୀଶ

1 − ∑ ݊|ܽ௡||ݖ|௡ିଵஶ
௡ୀଶ

		 

 

										<
∑ ݊(݊ − 1)|ܽ௡|ஶ
௡ୀଶ

1 − ∑ ݊|ܽ௡|ஶ
௡ୀଶ

 

	 

													≤
1 − ∑ ݊|ܽ௡|ஶ

௡ୀଶ

1 − ∑ ݊|ܽ௡|ஶ
௡ୀଶ

= 1 

 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.  □ 

 

 Mertebeli Yıldızıl ve Konveks Fonksiyonlar−ࢻ .2.7

 

Bu kısımda birim diskte yıldızıl ve konveks fonksiyonların alt sınıflarına ait genel 

kavramlar ve teoremler verilecektir. 

 

2.7.1. Tanım. ݂: ܧ → ℂ bir analitik fonksiyon ve ݂(0) = 0, ݂ᇱ(0) ≠ 0 için 0 ≤ ߙ < 1 

olmak üzere  

 

ܴ݁ ൜
(ݖ)ᇱ݂ݖ
(ݖ)݂

ൠ ≥ ,ߙ ݖ ∈  ܧ

 

ise f ye ߙ −mertebeli yıldızıl fonksiyon denir. Bu özelliğe sahip fonksiyonların sınıfı 

ST(ࢻ)	ile gösterilir.  

 



37 
 

2.7.2. Tanım. ݂: ܧ → ℂ bir analitik fonksiyon ve ݂(0) = 0, ݂ᇱ(0) ≠ 0 için 0 ≤ ߙ < 1 

olmak üzere  

 

ܴ݁ ൜1 +
(ݖ)ᇱᇱ݂ݖ
݂ᇱ(ݖ)

ൠ ≥ ,ߙ ݖ ∈  ܧ

 

ise f ye ߙ −	mertebeli konveks fonksiyon denir Bu özelliğe sahip fonksiyonların sınıfı 

da CV(ࢻ) ile gösterilir. 

 

ST(ࢻ) ile CV(ࢻ) sınıfları arasında Alexander Teoremine benzer bir ilişki mevcuttur. 

 

2.7.3. Teorem.	݂ nin ߙ mertebeli konveks bir fonksiyon olması için gerek ve yeter şart 

(ݖ)݃ =  .mertebeli yıldızıl olmasıdır (Goodman 1983) ߙ nin (ݖ)ᇱ݂ݖ

 

2.7.4. Teorem.	݂ ∈ CV(ࢻ) olsun. Bu takdirde |ݖ| = ݎ < 1 olmak üzere 

 

i. ߙ ∈ [0,1)	ise  
1

(1 + ଶ(ଵିఈ)(ݎ ≤ |݂ᇱ(ݖ)| ≤
1

(1 −  ଶ(ଵିఈ)(ݎ

ii. ߙ ≠ ଵ
ଶ
 ise 

 

(1 + ଶఈିଵ(ݎ − 1
ߙ2 − 1 ≤ |(ݖ)݂| ≤

1 − (1 − ଶఈିଵ(ߙ

ߙ2 − 1  

 

iii. ߙ = ଵ
ଶ
 ise  

 

log(1 + (ݎ ≤ |(ݖ)݂| ≤ − log(1 −  (ݎ

 

dir. Tüm bu eşitsizlikler kesin olup eşitlik  

 

(ݖ)݂ = ቐ
1 − (1 − ଶఈିଵ(ݖ

ߙ2 − 1 			 , ߙ ≠ 1/2

− log(1 − 									(ݖ , ߙ = 1/2	
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için sağlanır. 

 

İspat. 	ܴ݁ ቄ1 + ௭௙ᇲᇲ(௭)
௙ᇲ(௭)

ቅ ≥ 0	ve ߙ ≤ ߙ < 1 olduğundan  

 

(ݖ)݃ =
1

1 − ߙ
൜1 +

(ݖ)ᇱᇱ݂ݖ
݂ᇱ(ݖ) − ൠߙ = 1 + ܾଵݖ + ܾଶݖଶ +⋯ 

 

fonksiyonu P sınıfına aittir. P deki fonksiyonlar için bilinen sonuçlar ݃ fonksiyonuna 

uygulanırsa istenilen eşitsizlikler elde edilir.  □ 
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3.SALAGEAN DİFERENSİYEL OPERATÖRÜYLE TANIMLANAN ANALİTİK 

FONKSİYON SINIFLARI 

 

Bu bölümde 1983 yılında Salagean tarafından tanımlanan Salagean diferensiyel 

operatörü tanıtıldı. Bu operatör yardımıyla tanımlanan analitik fonksiyonların bazı alt 

sınıfları ele alındı. Bu sınıflara ait katsayı bağıntıları, distorsiyon teoremleri, ekstrem 

noktaları, yıldızıllık ve konvekslik yarıçapları gibi çeşitli özellikleri verildi. 

 

3.1. Salagean Diferensiyel Operatörü 

 

3.1.1. Tanım. ݂(ݖ) = ݖ + ∑ ܽ௞ݖ௞ஶ
௞ୀଶ  biçimde verilmiş olsun. ݂(ݖ) için Salagean 

diferensiyel operatörü; 

 

(ݖ)଴݂ܦ =  (ݖ)݂

 

(ݖ)ଵ݂ܦ = (ݖ)݂ܦ =  (ݖ)ᇱ݂ݖ

 

(ݖ)ଶ݂ܦ = ൯(ݖ)݂ܦ൫ܦ = ൯(ݖ)ᇱ݂ݖ൫ܦ = (ݖ)ᇱ݂ݖ +  (ݖ)ଶ݂ᇱᇱݖ

. 

. 

. 

(ݖ)௡݂ܦ = ,		൯(ݖ)௡ିଵ݂ܦ൫ܦ ݊ ∈ ℕ = {1,2,3,… } 

 

olmak üzere 

(ݖ)௡݂ܦ = ݖ +෍݇௡ܽ௞ݖ௞		,			݊
ஶ

௞ୀଶ

∈ ℕ଴ = ℕ ∪ {0} 

 

şeklinde tanımlanır. 
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 Sınıfları ve Temel Özellikleri (ࢻ)࢔,࢓ࢀ	 ve (ࢻ)࢔,࢓ࡿ	 .3.2

 

Bu kısımda Salagean operatörü yardımıyla tanımlanan (ࢻ)࢔,࢓ࡿ ve (ࢻ)࢔,࢓ࢀ sınıfları yer 

almaktadır.  

 

Bu bölümde verilen bilgiler (Dernek 1980, Salagean 1983, Kadioğlu 2003, Silverman 

1975) adlı çalışmalardan alınmıştır. 

 

3.2.1. Tanım. Birim diskte analitik ݂(ݖ) = ݖ + ∑ ܽ௞ݖ௞ஶ
௞ୀଶ  fonksiyonu, 	݉ > ݊	 olmak 

üzere 0 ≤ ߙ < 1, ݉ ∈ ℕ, ݊ ∈ ℕ଴	için,  

 

ܴ݁ ൜
(ݖ)௠݂ܦ
(ݖ)௡݂ܦ

ൠ >  ߙ

 

şartını sağlıyorsa ݂(ݖ) ∈  .dır denir (ࢻ)࢔,࢓ࡿ

 

݉ ve ݊ değişkenlerinin özel durumları için daha önce çalışılan sınıflara ait aşağıdaki 

sonuçlar verilebilir: 

 

i. ࡿ૚,૙(ࢻ) =  ,mertebeli yıldızıl fonksiyon sınıfı, (Robertson 1936) ߙ ,(ࢻ)∗ࡿ

 

ii. ࡿ૛,૚(ࢻ) =  ,mertebeli konveks fonksiyon sınıfı, (Robertson 1936) ߙ ,(ࢻ)ࡷ

 

iii.  ࢔ࡿା૚,(ࢻ)࢔ =  .(Kadıoğlu 2003) (ࢻ)࢔ࡿ

 

3.2.2. Tanım. ݂(ݖ) = ݖ − ∑ |ܽ௞|ݖ௞ஶ
௞ୀଶ ∈   olmak üzere ࢀ

 

ࢀ ∩ (ࢻ)࢔,࢓ࡿ =  (ࢻ)࢔,࢓ࢀ

 

dır. 

 

Değişkenlerin bazı özel halleri için aşağıdaki sonuçlar elde edilir. Şöyle ki: 
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i. ࢀ૚,૙(ࢻ) =  ,mertebeli negatif katsayılı yıldızıl fonksiyon sınıfı ߙ ,(ࢻ)∗ࢀ

(Silverman 1975) 

 

ii. ࢀ૛,૚(ࢻ) =  ,mertebeli negatif katsayılı konveks fonksiyon sınıfı ߙ ,(ࢻ)࡯

(Silverman 1975) 

 

iii. ࢔ࢀା૚,(ࢻ)࢔ =  .(Kadıoğlu 2003) (ࢻ)࢔ࢀ

 

3.2.3. Teorem. ݂, (2.1) ile verildiği gibi olsun. Bu takdirde 

 

෍(݇௠ − |௡)|ܽ௞݇ߙ ≤ 1 − ߙ
ஶ

௞ୀଶ

																																																																																																(3.1) 

 

ise ݂(ݖ) ∈  .dır (ࢻ)࢔,࢓ࡿ

 

İspat.	݂(ݖ) ∈ olduğunu göstermek için ቚ஽	(ࢻ)࢔,࢓ࡿ
೘௙(௭)

஽೙௙(௭)
− 1ቚ ≤ 1 −  eşitsizliğini ߙ

göstermek yeterlidir. O halde (3.1) kullanılarak  

 

		෍(݇௠ − |௡)|ܽ௞݇ߙ =
ஶ

௞ୀଶ

෍(݇௠ − ݇௡ + ݇௡ − |௡)|ܽ௞݇ߙ
ஶ

௞ୀଶ

 

 

																																																																					= ෍(݇௠ − ݇௡)|ܽ௞| + (1 − |෍݇௡|ܽ௞(ߙ
ஶ

௞ୀଶ

ஶ

௞ୀଶ

 

 

																																																																					≤ 1 −  ߙ

 

elde edilir. Dolayısıyla 

 

ฬ
(ݖ)௠݂ܦ
(ݖ)௡݂ܦ − 1ฬ = ቤ

∑ (݇௠ − ݇௡)ܽ௞ݖ௞ஶ
௞ୀଶ

ݖ + ∑ ݇௡ܽ௞ݖ௞ஶ
௞ୀଶ

ቤ ≤
∑ (݇௠ − ݇௡)|ܽ௞||ݖ|௞ஶ
௞ୀଶ
|ݖ| − ∑ ݇௡|ܽ௞||ݖ|௞ஶ

௞ୀଶ
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	≤
∑ (݇௠ − ݇௡)|ܽ௞|ஶ
௞ୀଶ

1 − ∑ ݇௡|ܽ௞|ஶ
௞ୀଶ

≤ 1−  ߙ

 

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.  □ 

 

3.2.4. Teorem. ݂(ݖ) = ݖ − ∑ |ܽ௞|ݖ௞ஶ
௞ୀଶ ∈   olması için gerek ve yeter şart (ࢻ)࢔,࢓ࢀ

 

෍(݇௠ − |௡)|ܽ௞݇ߙ ≤ 1 − ߙ
ஶ

௞ୀଶ

																																																																																																(3.2) 

 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır. 

 

İspat. Teorem 3.2.3 de yeter şart ispat edilmiştir. Dolayısıyla gerek şartın sağlandığını 

göstermek yeterlidir. 

 

O halde ݂(ݖ) ∈   olsun. Bu durumda (ࢻ)࢔,࢓ࢀ

 

ܴ݁ ൜
(ݖ)௠݂ܦ
(ݖ)௡݂ܦ

ൠ = ܴ݁ ቊ
1 − ∑ ݇௠|ܽ௞|ݖ௞ିଵஶ

௞ୀଶ

1 − ∑ ݇௡|ܽ௞|ݖ௞ିଵஶ
௞ୀଶ

ቋ >  ߙ

 

eşitsizliği her ݖܧ için sağlanır. Özel olarak z, reel eksen üzerinde seçildiğinde  

 

1 − ∑ ݇௠|ܽ௞|ݎ௞ିଵஶ
௞ୀଶ

1 − ∑ ݇௡|ܽ௞|ݎ௞ିଵஶ
௞ୀଶ

>  ߙ

 

elde edilir. Burada ݎ → 1ିolarak alınırsa 

 

1 − ߙ − ∑ (݇௠ − ௡)|ܽ௞|ஶ݇ߙ
௞ୀଶ

1 − ∑ ݇௡ஶ
௞ୀଶ |ܽ௞|

≥ 0 

 

olur. (3.2) eşitsizliği sağlanmıyor ise yukarıdaki eşitsizliğin sol tarafındaki kesri negatif 

yapan (0,1) aralığında bir ݖ଴ (ݖ)݂ ଴ değeri vardır. Bu durumݎ = ∈  olmasıyla (ࢻ)࢔,࢓ࢀ
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çelişeceğinden ispat tamamlanır.  □  

 

3.2.5. Teorem. ݂(ݖ) ∈ |ݖ| olmak üzere (ࢻ)࢔,࢓ࢀ = ݎ < 1 için 

 

ݎ −
2௜(1 − (ߙ
2௠ − 2௡ߙ ݎ

ଶ ≤ หܦ௜݂(ݖ)ห ≤ ݎ +
2௜(1 − (ߙ
2௠ − 2௡ߙ ݎ

ଶ 

 

dir. 

 

İspat. ܦ௜݂(ݖ) = ݖ − ∑ ݇௜|ܽ௞|ݖ௞ஶ
௞ୀଶ  olup  

 

|(ݖ)௜݂ܦ| = อݖ −෍݇௜|ܽ௞|ݖ௞
ஶ

௞ୀଶ

อ ≤ |ݖ| +෍݇௜|ܽ௞||ݖ|௞ ≤ ݎ + |ଶ෍݇௜|ܽ௞ݎ
ஶ

௞ୀଶ

ஶ

௞ୀଶ

 

 

olur. (3.2) kullanıldığında,  

 

෍݇௜|ܽ௞|
ஶ

௞ୀଶ

=
2ି௜(2௠ − (2௡ߙ
2ି௜(2௠ − |2௡)෍݇௜|ܽ௞ߙ

ஶ

௞ୀଶ

≤
1

2ି௜(2௠ − 2௡)෍݇ି௜(݇௠ߙ − |௡)݇௜|ܽ௞݇ߙ
ஶ

௞ୀଶ

 

 

																																																								=
2௜

(2௠ − 2௡)෍(݇௠ߙ − |௡)|ܽ௞݇ߙ
ஶ

௞ୀଶ

 

 

																							≤
2௜(1 − (ߙ
(2௠ −  (2௡ߙ

 

bulunur. O halde  

 

|(ݖ)௜݂ܦ| ≤ ݎ + ଶݎ
2௜(1 − (ߙ
(2௠ −  (2௡ߙ

 

olur. Benzer şekilde  
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|(ݖ)௜݂ܦ| ≥ ݎ − ଶݎ
2௜(1 − (ߙ
(2௠ −  (2௡ߙ

 

olduğu gösterilebilir.  □ 

 

3.2.6. Sonuç. ݂(ݖ) ∈ |ݖ| olmak üzere (ࢻ)࢔,࢓ࢀ = ݎ < 1 için 

 

i. ݎ − ଵିఈ
ଶ೘ିఈଶ೙

ଶݎ ≤ |(ݖ)݂| ≤ ݎ + ଵିఈ
ଶ೘ିఈଶ೙

 ଶݎ

 

ii. 1 − ଵିఈ
ଶ೘షభିఈଶ೙షభ

ݎ ≤ |(ݖ)′݂| ≤ 1 + ଵିఈ
ଶ೘షభିఈଶ೙షభ

 ݎ

 

dir. Eşitlik ݂(ݖ) = ݖ − ଵିఈ
ଶ೘ିఈଶ೙

 .ଶ fonksiyonu için sağlanırݖ

 

İspat. Teorem 3.2.5 de ݅ = 0 alınarak ilk bağıntı; ݅ = 1 alınarak ikinci bağıntı elde 

edilir.  □ 

 

3.2.7. Teorem. ݂(ݖ) ∈  olması için gerek ve yeter şart (ߙ)࢔,࢓ࢀ	

 

(ݖ)݂ = ෍ߤ௞ ௞݂(ݖ)		
ஶ

௞ୀଵ

 

dir. Burada,  

ଵ݂(ݖ) =  ݖ

 

௞݂(ݖ) = ݖ −
1 − ߙ

݇௠ − ௡݇ߙ ݖ
௞					(݇2),			 

 

௞ߤ ≥ 0 için ∑ ௞ߤ = 1ஶ
௞ୀଵ , 0≤ ߙ < 1 ve ݉ ∈ ℕ, ݊ ∈ ℕ଴ dır. 

 

İspat.  

(ݖ)݂ = ෍ߤ௞ ௞݂(ݖ)		
ஶ

௞ୀଵ

= ݖ −෍
1− ߙ

݇௠ − ௡݇ߙ

ஶ

௞ୀଶ

 ௞ݖ௞ߤ
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olsun. Katsayı bağıntısının sağlandığı gösterilirse teoremin yeter şartı gösterilmiş olur. 

O halde, 

 

෍(݇௠ − (௡݇ߙ
1 − ߙ

݇௠ − ௡݇ߙ

ஶ

௞ୀଶ

௞ߤ =෍(1 − ௞ߤ(ߙ =
ஶ

௞ୀଶ

(1 − 1)(ߙ − (ଵߤ ≤ 1 −  ߙ

 

olduğundan ݂(ݖ) ∈   .dır (ߙ)࢔,࢓ࢀ	

 

Tersine, ݂(ݖ) ∈  olsun. Katsayı bağıntısından (ߙ)࢔,࢓ࢀ	

 

|ܽ௞| ≤
1 − ߙ

݇௠ −  ௡݇ߙ

yazılabilir. 

 

௞ߤ =
݇௠ − ௡݇ߙ

1 − ߙ |ܽ௞| 

ve  

ଵߤ = 1−෍ߤ௞

ஶ

௞ୀଶ

 

 

olarak alınırsa .݂ fonksiyonu, ݂(ݖ) = ∑ ௞ߤ ௞݂(ݖ)		ஶ
௞ୀଵ  biçimde ifade edilir.  □ 

 

3.2.8. Teorem. ݂(ݖ) ∈ ≥olsun. 0 (ߙ)࢔,࢓ࢀ	 ߙ < 1  ve 	݉ ∈ ℕ,  ݊ ∈ ℕ଴,݇ ≥ 2 için 

 

,݉,ߙ)ߩ ݊) = ݂݅݊ ൜
݇௠ − ௡݇ߙ

݇ଶ(1 − (ߙ
ൠ
ଵ

௞ିଵ
 

 

olmak üzere ݂(ݖ) fonksiyonu |ݖ| ≤ ,݉,ߙ)ߩ ݊) de konvekstir. 

 

İspat. ቚ௭௙
ᇲᇲ(௭)

௙ᇲ(௭)
ቚ ≤ 1 olduğunu gösterilmelidir. Bu şart ancak ve ancak  
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෍݇ଶܽ௞|ݖ|௞ିଵ ≤ 1
ஶ

௞ୀଶ

 

 

iken geçerlidir. Bu ise  

 

݇ଶܽ௞|ݖ|௞ିଵ ≤
݇௠ − ௡݇ߙ

1 − ߙ  

 

eşitsizliği sağlandığında geçerli olur. O halde  

 

|ݖ| ≤ ,݉,ߙ)ߩ ݊) = ݂݅݊ ൤
݇௠ − ௡݇ߙ

݇ଶ(1 − ൨(ߙ
ଵ

௞ିଵ
 

 

elde edilir.  □ 

 

3.2.9. Teorem. ݏ > ݐ > ݊, ݏ − ݐ ≥ 1, ݊ ∈ ℕ଴ ve 0≤ ߙ < 1 için  

 

ߚ =
2௦ − 2௡ߙ − (1 − 2௧(ߙ

2௦ − 2௡  

 

olmak üzere (ࢻ)࢔,࢙ࢀ ⊂  .olur (ࢼ)࢔,࢚ࢀ

 

İspat. ݂(ݖ) ∈ ∑ ise (ࢻ)࢔,࢙ࢀ (݇௦ − |௡)|ܽ௞݇ߙ ≤ 1 − ஶߙ
௞ୀଶ  dır. Gösterilmek istenen ݇ ≥ 2 

için 

 

݇௧ − ௡݇ߚ

1 − ߚ ≤
݇௦ − ௡݇ߙ

1 − ߙ  

 

veya 

ߚ ≥
(1 − ௧݇(ߙ − ݇௦ + ௡݇ߙ

݇௡ − ݇௦  

 

dır.  
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(݇)ܣ =
(1 − ௧݇(ߙ − ݇௦ + ௡݇ߙ

݇௡ − ݇௦  

 

olduğu dikkate alınırsa ݇ ≥ 2 için ܣ(݇) fonksiyonu azalan olup maksimum değerini 

݇ = 2 de alır. O halde  

 

ߚ ≥ (2)ܣ	 =
(1 − 2௧(ߙ − 2௦ + 2௡ߙ

2௡ − 2௦  

 

olur. Böylece ispat tamamlanır.  □ 

 

,ࣅ)࢔ࡿ		.3.3 ,ࣅ)࢔ࢀ ve (ࢻ  Sınıfları (ࢻ

 

Bu kısımda ࣅ)࢔ࡿ, ,ࣅ)࢔ࢀ ve (ࢻ  .sınıflarına ait fonksiyonların özellikleri verilecektir (ࢻ

Ayrıca değişkenlerin bazı özel halleri için elde edilen alt sınıflar incelenecektir. 

 

Bu bölüm (Aouf ve Cho 1998, Altıntaş ve Owa 1988, Hur ve Oh 1989) çalışmalarından 

alınmıştır.  

 

3.3.1. Tanım. ߣ)࢔ࡿ,   ile verilen f fonksiyonlarından oluşan ve (2.1) ;(ߙ

 

ܴ݁ ൞

(ݖ)௡ାଵ݂ܦ
(ݖ)௡݂ܦ

ߣ ܦ
௡ାଵ݂(ݖ)
(ݖ)௡݂ܦ + (1 − (ߣ

ൢ > ݊)				ߙ ∈ ℕ଴	, 0 ≤ ߙ < 1	, 0 ≤ ߣ < 1) 

 

şartını sağlayan fonksiyonların sınıfı gösterilsin. 

 

3.3.2. Teorem. ݂, (2.1) ile verilsin. Bu takdirde,  

 

෍݇௡{݇ − 1]ߙ + ݇)ߣ − 1)]}|ܽ௞| ≤ 1 − (3.3)																																																																								ߙ
ஶ

௞ୀଶ
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ise ݂(ݖ) ∈ ,ߣ)࢔ࡿ  .dır (ߙ

 

İspat. (3.3) bağıntısının sağlandığı kabul edilsin. O halde 

 

ተ

(ݖ)௡ାଵ݂ܦ
(ݖ)௡݂ܦ

ߣ ܦ
௡ାଵ݂(ݖ)
(ݖ)௡݂ܦ + (1 − (ߣ

− 1ተ = ቤ
∑ ݇௡ஶ
௞ୀଶ (1 − ݇)(ߣ − 1)ܽ௞ݖ௞ିଵ

1 − ∑ ݇௡ஶ
௞ୀଶ [1 + ݇)ߣ − 1)]ܽ௞ݖ௞ିଵ

ቤ 

 

																																																								≤
∑ ݇௡ஶ
௞ୀଶ (1 − ݇)(ߣ − 1)|ܽ௞||ݖ|௞ିଵ

1 − ∑ ݇௡ஶ
௞ୀଶ [1 + ݇)ߣ − 1)]|ܽ௞||ݖ|௞ିଵ

 

 

																																																														≤
∑ ݇௡ஶ
௞ୀଶ (1 − ݇)(ߣ − 1)|ܽ௞|

1 − ∑ ݇௡ஶ
௞ୀଶ [1 + ݇)ߣ − 1)]|ܽ௞|

≤ 1 −  ߙ

 

olur. Böylece 

 

ܴ݁ ൞

(ݖ)௡ାଵ݂ܦ
(ݖ)௡݂ܦ

ߣ ܦ
௡ାଵ݂(ݖ)
(ݖ)௡݂ܦ + (1 − (ߣ

ൢ >  ߙ

 

olduğundan ݂(ݖ) ∈ ,ߣ)࢔ࡿ  □  .elde edilir (ߙ

 

3.3.3. Tanım. ݂ ∈ ,ߣ)࢔ࢀ olmak üzere ࢀ   sınıfı (ߙ

 

,ߣ)࢔ࢀ (ߙ = ,ߣ)࢔ࡿ (ߙ ∩  ࢀ

 

şeklinde tanımlanır.  

 

Değişkenlerin özel halleri incelenirse, daha önce çalışılan sınıflar elde edilir: 

 

i. ࢀ૙(0, (ߙ = ,૚(0ࢀ ve (ߙ)∗ࢀ (ߙ =  (Silverman 1975) (ߙ)࡯	
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ii. 0)࢔ࢀ, (ߙ = ,݊)ࢀ (ߙ =  (Hur ve Oh 1989, Kadıoğlu 2003) (ߙ)࢔ࢀ

 

iii. ࢀ૙(ߣ, (ߙ = ,ߣ)ࢀ ,ߣ)૚ࢀ ve (ߙ (ߙ = ,ߣ)࡯  (Altıntaş ve Owa 1988) (ߙ

 

3.3.4. Teorem. ݂ ∈ ,ߣ)࢔ࢀ   olması için gerek ve yeter şart (ߙ

 

෍݇௡{݇ − 1]ߙ + ݇)ߣ − 1)]}ܽ௞ ≤ 1 − ߙ
ஶ

௞ୀଶ

																																																																										(3.4) 

 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır. Bu sonuç ݂(ݖ) = ݖ − ଵିఈ
௞೙{௞ିఈ[ଵାఒ(௞ିଵ)]}

,	௞ݖ ݇ ≥ 2 için 

kesindir. 

 

İspat. (3.4) bağıntısı sağlandığında fonksiyonun sınıfa ait olduğu Teorem 3.3.2 de 

gösterilmiştir. Dolayısıyla gerek şartın gösterilmesi yeterlidir. 

 

O halde ݂(ݖ) ∈ ,ߣ)࢔ࢀ   olsun. Bu durumda (ߙ

 

ܴ݁ ൞

(ݖ)௡ାଵ݂ܦ
(ݖ)௡݂ܦ

ߣ ܦ
௡ାଵ݂(ݖ)
(ݖ)௡݂ܦ + (1 − (ߣ

ൢ = ܴ݁ ቊ
1 − ∑ ݇௡ାଵஶ

௞ୀଶ ܽ௞ݖ௞ିଵ

1 − ∑ ݇௡ஶ
௞ୀଶ [1 + ݇)ߣ − 1)]ܽ௞ݖ௞ିଵ

ቋ >  ߙ

 

dır. 	ݖ → 1ି alınırsa, 

 

1 −෍݇௡ାଵ
ஶ

௞ୀଶ

ܽ௞ ≥ ߙ ൝1 −෍݇௡
ஶ

௞ୀଶ

[1 + ݇)ߣ − 1)]ܽ௞ൡ 

 

olduğundan 

 

෍݇௡{݇ − 1]ߙ + ݇)ߣ − 1)]}ܽ௞ ≤ 1 − ߙ
ஶ

௞ୀଶ

 

elde edilir.  □ 
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3.3.5. Teorem. 0 ≤ ߙ < 1, 0 ≤ ଵߣ ≤ ଶߣ < 1, ݊ ∈ ℕ଴ olmak üzere 

 

,ଵߣ)࢔ࢀ (ߙ ⊆ ,ଶߣ)࢔ࢀ  (ߙ

 

dır. 

 

İspat. ݂(ݖ) ∈ ,ଵߣ)࢔ࢀ  olsun. Teorem 3.3.4 gereği (ߙ

 

෍݇௡{݇ − 1]ߙ + ݇)ଵߣ − 1)]}ܽ௞ ≤ 1 − ߙ
ஶ

௞ୀଶ

 

 

dır. 

 

݇௡{݇ − 1]ߙ + ݇)ଶߣ − 1)]} ≤ ݇௡{݇ − 1]ߙ + ݇)ଵߣ − 1)]} 

 

olduğundan 

 

෍݇௡{݇ − 1]ߙ + ݇)ଶߣ − 1)]}ܽ௞ ≤
ஶ

௞ୀଶ

෍݇௡{݇ − 1]ߙ + ݇)ଵߣ − 1)]}ܽ௞ ≤ 1 − ߙ
ஶ

௞ୀଶ

 

 

olup ݂(ݖ) ∈ ,ଶߣ)࢔ࢀ  □  .olur. Böylece ispat tamamlanır (ߙ

 

3.3.6. Teorem. 0 ≤ ߙ < 1, 0 ≤ ߣ < 1	, ݊ ∈ ℕ଴ olmak üzere 

 

,ߣ)ା૚࢔ࢀ (ߙ ⊆ ,ߣ)࢔ࢀ  (ߙ

dir. 

 

İspat. ݂(ݖ) ∈ ,ߣ)ା૚࢔ࢀ  olsun. Teorem 3.3.4 gereği (ߙ

 

෍݇௡ାଵ{݇ − 1]ߙ + ݇)ߣ − 1)]}ܽ௞ ≤ 1− ߙ
ஶ

௞ୀଶ
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dır. 

 

෍݇௡{݇ − 1]ߙ + ݇)ߣ − 1)]}ܽ௞ ≤
ஶ

௞ୀଶ

෍݇௡ାଵ{݇ − 1]ߙ + ݇)ߣ − 1)]}ܽ௞ ≤ 1 − ߙ
ஶ

௞ୀଶ

 

 

olup ݂(ݖ) ∈ ,ߣ)࢔ࢀ  □  .olur (ߙ

 

3.3.7. Teorem. 	݂(ݖ) ∈ ,ߣ)࢔ࢀ olmak üzere ve 0 (ߙ ≤ ݅ ≤ |ݖ| ݊ = ݎ < 1 için 

 

หܦ௜݂(ݖ)ห ≥ ݎ −
1 − ߙ

2௡ି௜[2 − 1)ߙ + [(ߣ ݎ
ଶ 

 

 

หܦ௜݂(ݖ)ห ≤ ݎ +
1 − ߙ

2௡ି௜[2 − 1)ߙ + [(ߣ ݎ
ଶ 

 

eşitsizlikleri geçerlidir. Eşitlik hali 

 

(ݖ)௜݂ܦ = ݖ −
1 − ߙ

2௡ି௜[2 − 1)ߙ + [(ߣ ݖ
ଶ 

 

fonksiyonu için sağlanır. 

 

İspat.	݂(ݖ) ∈ ,ߣ)࢔ࢀ (ݖ)௜݂ܦ olması için gerek ve yeter şart (ߙ ∈ ,ߣ)࢏ି࢔ࢀ  .dır (ߙ

(ݖ)௜݂ܦ	 = ݖ − ∑ ݇௜ܽ௞ݖ௞ஶ
௞ୀଶ  olmak üzere Teorem 3.3.4 gereği ܦ௜݂(ݖ) ∈ ,ߣ)࢏ି࢔ࢀ  (ߙ

olması için, 

 

෍݇௡ି௜{݇ − 1]ߙ + ݇)ߣ − 1)]}݇௜ܽ௞ ≤ 1 − ߙ
ஶ

௞ୀଶ

 

 

yazılır. (3.4) kullanılarak 
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2௡ି௜[2 − 1)ߙ + ෍݇௜ܽ௞[(ߣ ≤
ஶ

௞ୀଶ

෍݇௡{݇ − 1]ߙ + ݇)ߣ − 1)]}ܽ௞ ≤ 1 − ߙ
ஶ

௞ୀଶ

 

 

olduğundan 

෍݇௜ܽ௞ ≤
ஶ

௞ୀଶ

1 − ߙ
2௡ି௜[2 − 1)ߙ +  [(ߣ

 

elde edilir. 

 

|(ݖ)௜݂ܦ| ≤ |ݖ| +෍݇௜ܽ௞|ݖ|௞ ≤ ݎ + ଶ෍݇௜ܽ௞ݎ ≤ ݎ +
ஶ

௞ୀଶ

ஶ

௞ୀଶ

1 − ߙ
2௡ି௜[2 − 1)ߙ + [(ߣ ݎ

ଶ 

 

ve 

 

|(ݖ)௜݂ܦ| ≥ |ݖ| −෍݇௜ܽ௞|ݖ|௞ ≤ ݎ − ଶ෍݇௜ܽ௞ݎ ≤ ݎ −
ஶ

௞ୀଶ

ஶ

௞ୀଶ

1 − ߙ
2௡ି௜[2 − 1)ߙ + [(ߣ ݎ

ଶ 

 

olur. Böylece ispat tamamlanır.  □ 

 

3.3.8. Sonuç. 	݂(ݖ) ∈ ,ߣ)࢔ࢀ |ݖ| ve (ߙ = ݎ < 1 olmak üzere 

 

ݎ −
1 − ߙ

2௡[2 − 1)ߙ + [(ߣ ݎ
ଶ ≤ |(ݖ)݂| ≤ ݎ +

1 − ߙ
2௡[2 − 1)ߙ + [(ߣ ݎ

ଶ 

 

ve 

 

1 −
1 − ߙ

2௡ିଵ[2 − 1)ߙ + [(ߣ ݎ ≤
|݂ᇱ(ݖ)| ≤ 1 +

1 − ߙ
2௡ିଵ[2 − 1)ߙ + [(ߣ  ݎ

 

dir. Eşitlik hali ݂(ݖ) = ݖ − ଵିఈ
ଶ೙[ଶିఈ(ଵାఒ)]

 .ଶ fonksiyonu için geçerlidirݖ
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İspat. Teorem 3.3.7 de ݅ = 0 alınırsa ilk bağıntı; ݅ = 1	alınırsa son bağıntı kolayca elde 

edilir.  □ 

 

3.3.9. Teorem. Her ݆ = 1,2,… ,݉ için ௝݂(ݖ) = ݖ − ∑ ܽ௞,௝ݖ௞ஶ
௞ୀଶ , ൫ܽ௞,௝ ≥ 0൯ 

fonksiyonları ߣ)࢔ࢀ, ∑ sınıfına ait ise (ߙ ௝ܿ
௠
௝ୀଵ = 1 olmak üzere 

ℎ(ݖ) = ∑ ௝ܿ ௝݂(ݖ)௠
௝ୀଵ 	 , ( ௝ܿ ≥ 0)	 biçiminde tanımlanan ℎ(ݖ) fonksiyonları da ߣ)࢔ࢀ,  (ߙ

sınıfındadır. 

 

İspat. ℎ(ݖ) = ݖ − ∑ ൫∑ ௝ܿܽ௞,௝௠
௝ୀଵ ൯ஶ

௞ୀଶ ݆ ௞ olur. Herݖ = 1,2,… ,݉ için ௝݂(ݖ) ∈ ,ߣ)࢔ࢀ  (ߙ

olduğundan Teorem 3.3.4 gereği  

 

෍݇௡{݇ − 1]ߙ + ݇)ߣ − 1)]}ܽ௞,௝ ≤ 1 − ߙ
ஶ

௞ୀଶ

 

 

yazılabilir. O halde 

 

෍݇௡{݇ − 1]ߙ + ݇)ߣ − 1)]} ቌ෍ ௝ܿܽ௞,௝

௠

௝ୀଵ

ቍ
ஶ

௞ୀଶ

=෍ ௝ܿ ൭෍݇௡{݇ − 1]ߙ + ݇)ߣ − 1)]}
ஶ

௞ୀଶ

ܽ௞,௝൱
௠

௝ୀଵ

 

 

																																							≤ ቌ෍ ௝ܿ

௠

௝ୀଵ

ቍ(1 − (ߙ = 1 −  ߙ

 

olur. Böylece ℎ(ݖ) ∈ ,ߣ)࢔ࢀ  □  .elde edilir (ߙ

 

3.3.10. Sonuç. ߣ)࢔ࢀ,  .sınıfı konveks lineer kombinasyon işlemi altında kapalıdır (ߙ

 

İspat. ݆ = 1,2	için ௝݂(ݖ) = ݖ − ∑ ܽ௞,௝ݖ௞ஶ
௞ୀଶ , ൫ܽ௞,௝ ≥ 0൯ fonksiyonları ߣ)࢔ࢀ,  (ߙ

sınıfında olmak üzere 

 

ℎ(ݖ) = ߤ ଵ݂(ݖ) + (1 − (ߤ ଶ݂(ݖ) ,  (0≤ ߤ ≤ 1)	
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biçimde tanımlanan fonksiyonun ߣ)࢔ࢀ,  ya ait olduğunu göstermek gerekir. Bunun (ߙ

için Teorem 3.3.9 un ispatında ݉ = 2, ܿଵ = ve ܿଶ ߤ	 = 1 −  alınırsa istenilen sonuca ߤ	

ulaşılır.  □ 

 

3.3.11. Teorem. ݂(ݖ) ∈ ,ߣ)࢔ࢀ	  olması için gerek ve yeter şart (ߙ

 

(ݖ)݂ = ෍ߤ௞ ௞݂(ݖ)		
ஶ

௞ୀଵ

 

dır. Burada, 

ଵ݂(ݖ) =  ݖ

 

௞݂(ݖ) = ݖ −
1 − ߙ

݇௡{݇ − 1]ߙ + ݇)ߣ − 1)]} ݖ
௞	; 	݇ ≥ 2 

 

௞ߤ ≥ 0 için ∑ ௞ߤ = 1ஶ
௞ୀଵ  0≤ ߙ < 1, 0 ≤ ߣ < 1	ve ݊ ∈ ℕ଴ dır.  

 

İspat.  

(ݖ)݂ = ෍ߤ௞ ௞݂(ݖ)		
ஶ

௞ୀଵ

= ݖ −෍
1− ߙ

݇௡{݇ − 1]ߙ + ݇)ߣ − 1)]}

ஶ

௞ୀଶ

 ௞ݖ௞ߤ

 

olsun. Teorem 3.3.4 gereği, 

 

෍
݇௡{݇ − 1]ߙ + ݇)ߣ − 1)]}

1 − ߙ
1 − ߙ

݇௡{݇ − 1]ߙ + ݇)ߣ − 1)]} ௞ߤ =
ஶ

௞ୀଶ

෍ߤ௞ = 1
ஶ

௞ୀଶ

− ଵߤ ≤ 1 

 

olup ݂(ݖ) ∈ ,ߣ)࢔ࢀ	  .elde edilir (ߙ

 

Tersine ݂(ݖ) ∈ ,ߣ)࢔ࢀ	   olsun. O halde (ߙ

 

ܽ௞ ≤
(1 − ௞ߤ(ߙ

݇௡{݇ − 1]ߙ + ݇)ߣ − 1)]}		(݇ ≥ 2) 

olur. 
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௞ߤ =
݇௡{݇ − 1]ߙ + ݇)ߣ − 1)]}

1 − ߙ ܽ௞ 		(݇ ≥ 2) 

 

ve  

ଵߤ = 1−෍ߤ௞

ஶ

௞ୀଶ

 

 

olduğundan ݂(ݖ) = ∑ ௞ߤ ௞݂(ݖ)		ஶ
௞ୀଶ biçiminde ifade edilir.  □ 

 

3.3.12. Sonuç. ߣ)࢔ࢀ,  (ݖ)sınıfının ekstrem noktaları Teorem 3.3.11 deki ௞݂ (ߙ

fonksiyonlarıdır. 

 

3.3.13. Teorem. ݂(ݖ) ∈ ,ߣ)࢔ࢀ ܿ ,(ߙ > −1 özelliğinde bir reel sayı ve 

 

(ݖ)ܨ =
ܿ + 1
௖ݖ

න ݐ݀(ݐ)௖ିଵ݂ݐ
௭

଴
 

 

olsun. Bu takdirde, (ݖ)ܨ ∈ ,ߣ)࢔ࢀ	  .dır (ߙ

 

İspat. (ݖ)ܨ fonksiyonunun (3.4) ü sağladığını göstermek yeterlidir. O halde 

 

(ݖ)ܨ =
ܿ + 1
௖ݖ

න ௖ିଵݐ ൭ݐ −෍ܽ௞ݐ௞
ஶ

௞ୀଶ

൱
௭

଴
ݐ݀ = ݖ −෍൬

ܿ + 1
ܿ + ݇൰ ܽ௞ݖ

௞
ஶ

௞ୀଶ

 

 

için, 

 

෍݇௡{݇ − 1]ߙ + ݇)ߣ − 1)]}൬
ܿ + 1
ܿ + ݇൰ ܽ௞ ≤෍݇௡{݇ − 1]ߙ + ݇)ߣ − 1)]}

ஶ

௞ୀଶ

ஶ

௞ୀଶ

ܽ௞ ≤ 1 −  ߙ

 

olduğundan (ݖ)ܨ ∈ ,ߣ)࢔ࢀ	  □  .dır (ߙ
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3.3.14. Teorem. ݂(ݖ) ∈ ,ߣ)࢔ࢀ	 ≥olsun. 0 (ߙ ߜ < 1 ve ݇ ≥ 2 için, 

 

,݊)ଵݎ ,ߣ ,ߙ (ߜ = ݂݅݊ ቈ
(1 − ݇}௡݇(ߜ − 1]ߙ + ݇)ߣ − 1)]}

(݇ − 1)(ߜ − (ߙ
቉

ଵ
௞ିଵ

		 

 

olmak üzere ݂	fonksiyonu, |ݖ| < ,݊)ଵݎ ,ߣ ,ߙ  .mertebeli yıldızıldır -ߜ de (ߜ

 

İspat. |ݖ| < ,݊)ଵݎ ,ߣ ,ߙ için ቚ௭௙ (ߜ
ᇲ(௭)

௙(௭)
− 1ቚ ≤ 1 −  olduğunu göstermek gerekir. Bu şart ߜ	

ancak  

 

෍
(݇ − ௞ିଵ|ݖ|௞ܽ(ߜ

1 − ߜ ≤ 1
ஶ

௞ୀଶ

 

 

olduğunda geçerlidir. Bu ise  

 

(݇ − ௞ିଵ|ݖ|(ߜ

1 − ߜ ≤
݇௡{݇ − 1]ߙ + ݇)ߣ − 1)]}

1 − ߙ  

 

eşitsizliği sağlandığında geçerli olur. O halde  

 

|ݖ| ≤ ቈ
(1 − ݇}௡݇(ߜ − 1]ߙ + ݇)ߣ − 1)]}

(݇ − 1)(ߜ − (ߙ
቉

ଵ
௞ିଵ

 

 

elde edilir.  □ 

 

3.3.15. Teorem. ݂(ݖ) ∈ ,ߣ)࢔ࢀ	 ≥olsun. 0 (ߙ ߜ < 1 ve ݇ ≥ 2 için 

 

,݊)ଶݎ ,ߣ ,ߙ (ߜ = ݂݅݊ ቈ
(1 − ݇}௡ିଵ݇(ߜ − 1]ߙ + ݇)ߣ − 1)]}

(݇ − 1)(ߜ − (ߙ
቉

ଵ
௞ିଵ

 

 

olmak üzere ݂(ݖ) fonksiyonu, |ݖ| < ,݊)ଶݎ ,ߣ ,ߙ  .mertebeli konvekstir -ߜ de (ߜ



57 
 

İspat. |ݖ| < ,݊)ଶݎ ,ߣ ,ߙ için ቚ௭௙ (ߜ
ᇲᇲ(௭)

௙ᇲ(௭)
ቚ ≤ 1 −  olduğunu göstermek gerekir. Bu şart ߜ	

ancak  

෍
݇(݇ − ௞ିଵ|ݖ|௞ܽ(ߜ

1 − ߜ ≤ 1
ஶ

௞ୀଶ

 

 

olduğunda geçerlidir. Bu ise  

 

݇(݇ − ௞ିଵ|ݖ|(ߜ

1 − ߜ ≤
݇௡{݇ − 1]ߙ + ݇)ߣ − 1)]}

1 − ߙ  

 

eşitsizliği sağlandığında geçerli olur. O halde  

 

|ݖ| ≤ ቈ
(1 − ݇}௡ିଵ݇(ߜ − 1]ߙ + ݇)ߣ − 1)]}

(݇ − 1)(ߜ − (ߙ
቉

ଵ
௞ିଵ

 

 

elde edilir.  □ 

 

3.3.16. Tanım. ௝݂(ݖ) = ݖ − ∑ ܽ௞,௝ݖ௞ஶ
௞ୀଶ , ൫ܽ௞,௝ ≥ 0൯ olmak üzere ݆ = 1,2 için ଵ݂(ݖ) ve 

ଶ݂(ݖ) nin modifiye Hadamard çarpımı  

 

ଵ݂(ݖ) ∗ ଶ݂(ݖ) = ݖ −෍ܽ௞.ଵܽ௞,ଶݖ௞
ஶ

௞ୀଶ

 

 

şeklinde tanımlanır (Owa 1985). 

 

3.3.17. Teorem:	݆ = 1,2 olmak üzere  ଵ݂(ݖ) ∈ ,ߣ)࢔ࢀ (ݖ)ve ଶ݂ (ߙ ∈ ,ߣ)࢔ࢀ  olsun. Bu (ߛ

takdirde, ( ଵ݂ ∗ ଶ݂)(ݖ) fonksiyonu ߣ)࢔ࢀ, ,݊)ߟ ,ߣ ,ߙ   ,sınıfındadır. Burada ((ߛ

 

,݊)ߟ ,ߣ ,ߙ (ߛ = 1 −
(1 − 1)(ߣ − −1)(ߙ (ߛ

2௡{2 − 1)ߙ + 2}{(ߣ − 1)ߛ + {(ߛ − (1 + 1)(ߣ − −1)(ߙ  (ߛ
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dır. ଵ݂(ݖ) = ݖ − ଵିఈ
ଶ೙{ଶିఈ(ଵାఒ)}

(ݖ)ଶ  ve ଶ݂ݖ = ݖ − ଵିఊ
ଶ೙{ଶିఈ(ଵାఒ)}

 ଶ fonksiyonları bu sonucuݖ

sağlar. 

 

İspat. ଵ݂ ve ଶ݂ fonksiyonunun ߣ)࢔ࢀ, ,݊)ߟ ,ߣ ,ߙ  ,sınıfına ait olduğunu göstermek için ((ߛ

 

෍
݇௡{݇ − 1]ߟ + ݇)ߣ − 1)]}

1 − ߟ

ஶ

௞ୀଶ

ܽ௞,ଵܽ௞,ଶ ≤ 1 

 

olacak şekilde ߟ = ,݊)ߟ	 ,ߣ ,ߙ   .bulunmalıdır (ߛ

 

	 ଵ݂(ݖ) ∈ ,ߣ)࢔ࢀ (ݖ)ve ଶ݂ (ߙ ∈ ,ߣ)࢔ࢀ  olduğundan (ߛ

 

෍
݇௡{݇ − 1]ߙ + ݇)ߣ − 1)]}

1 − ߙ

ஶ

௞ୀଶ

ܽ௞,ଵ ≤ 1 

 

෍
݇௡{݇ − 1]ߛ + ݇)ߣ − 1)]}

1 − ߛ

ஶ

௞ୀଶ

ܽ௞,ଶ ≤ 1 

 

bağıntıları geçerlidir. Cauchy-Schwarz eşitsizliğinden  

 

෍ඨ݇
௡{݇ − 1]ߙ + ݇)ߣ − 1)]}

1 − ߙ

ஶ

௞ୀଶ

ඨ
݇௡{݇ − 1]ߛ + ݇)ߣ − 1)]}

1 − ߛ ඥܽ௞,ଵܽ௞,ଶ ≤ 1														(3.5) 

 

bağıntısı elde edilir. O halde istenilen eşitsizliğin gösterilmesi için;  

 

݇௡{݇ − 1]ߟ + ݇)ߣ − 1)]}
1 − ߟ ඥܽ௞,ଵܽ௞,ଶ ≤ ݇௡ඨ

{݇ − 1]ߙ + ݇)ߣ − 1)]}
1 − ߙ

ඨ
{݇ − 1]ߛ + ݇)ߣ − 1)]}

1 − ߛ
 

veya 
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					ඥܽ௞,ଵܽ௞,ଶ ≤
(1 − ݇}ඥ(ߟ − 1]ߙ + ݇)ߣ − 1)]}ඥ{݇ − 1]ߛ + ݇)ߣ − 1)]}

√1 − ඥ1ߙ − ݇}ߛ − 1]ߟ + ݇)ߣ − 1)]}
																(3.6) 

 

olduğunu göstermek yeterlidir. (3.5) bağıntısından  

 

	ඥܽ௞,ଵܽ௞,ଶ ≤
√1− ඥ1ߙ − ߛ

݇௡ඥ{݇ − 1]ߙ + ݇)ߣ − 1)]}ඥ{݇ − 1]ߛ + ݇)ߣ − 1)]}
																													(3.7) 

 

yazılabilir. Bu durumda gösterilmek istenen (3.7) ifadesinin (3.6) dan küçük ya da eşit 

olduğudur. Bu ise ancak ve ancak  

 

ߟ ≤ 1 −
(݇ − 1)(1 − 1)(ߣ − 1)(ߙ − (ߛ

݇௡{݇ − 1)ߙ + ݇}{(ߣ − 1)ߛ + {(ߛ − [1 + ݇)ߣ − 1)](1 − −1)(ߙ 		(ߛ ; 				݇ ≥ 2 

 

olduğunda gerçekleşir. 

 

(݇)ܣ = 	1 −
(݇ − 1)(1 − 1)(ߣ − 1)(ߙ − (ߛ

݇௡{݇ − 1)ߙ + ݇}{(ߣ − 1)ߛ + {(ߛ − [1 + ݇)ߣ − 1)](1 − 1)(ߙ −  (ߛ

 

fonksiyonu ݇ ≥ 2 için azalan olduğundan maksimum değerini ݇ = 2 noktasında alır. 

Bu nedenle  

 

ߟ ≤ (2)ܣ	 = 	1 −
(1 − 1)(ߣ − −1)(ߙ (ߛ

2௡{2 − 1)ߙ + 2}{(ߣ − 1)ߛ + {(ߛ − ߣ) + 1)(1 − −1)(ߙ  (ߛ

 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.  □ 

 

3.3.18. Sonuç. ଵ݂(ݖ), ଶ݂(ݖ)	ߣ)࢔ࢀ, ) ,sınıfına ait olsun. Bu takdirde (ߙ ଵ݂ ∗ ଶ݂) fonksiyonu 

,ߣ)࢔ࢀ ,݊)ߚ ,ߣ  ,sınıfına aittir. Burada ((ߙ

 

ߚ = ,݊)ߚ ,ߣ (ߙ = 1 −
(1 − 1)(ߣ − ଶ(ߙ

2௡{2 − 1)ߙ + ଶ{(ߣ − (1 + 1)(ߣ −  ଶ(ߙ

dır. 
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İspat. Teorem 3.3.17 de ߙ =  □  .seçilirse istenilen sonuca ulaşılır ߛ

 

3.3.19. Teorem. ଵ݂(ݖ) = ݖ − ∑ ܽ௞,ଵݖ௞		(ஶ
௞ୀଶ ܽ௞,ଵ ≥ 0) fonksiyonu ߣ)࢔ࢀ,  sınıfında (ߙ

olsun. |ܽ௞,ଶ| ≤ 1 olmak üzere ଶ݂(ݖ) = ݖ − ∑ |ܽ௞,ଶ|ݖ௞		ஶ
௞ୀଶ için ( ଵ݂ ∗ ଶ݂)(ݖ) fonksiyonu 

da ߣ)࢔ࢀ,  .sınıfındadır (ߙ

 

İspat. ( ଵ݂ ∗ ଶ݂)(ݖ) fonksiyonunun ߣ)࢔ࢀ,  sınıfında olduğunu göstermek için (3.4) (ߙ

bağıntısının sağlandığı gösterilmelidir. ଵ݂ ∈ ,ߣ)࢔ࢀ |ve |ܽ௞,ଶ (ߙ ≤ 1 olduğundan,  

 

෍݇௡{݇ − 1]ߙ + ݇)ߣ − 1)]}ܽ௞,ଵ|ܽ௞,ଶ|
ஶ

௞ୀଶ

≤෍݇௡{݇ − 1]ߙ + ݇)ߣ − 1)]}ܽ௞,ଵ

ஶ

௞ୀଶ

 

 

																																																																																				≤ 1 −  ߙ

 

elde edilir. Böylece ( ଵ݂ ∗ ଶ݂)(ݖ) ∈ ,ߣ)࢔ࢀ	  □  .dır (ߙ

 

 Sınıfı ve Temel Özellikleri (ࢻ)ࢾ,࢔,࢓ࡿ .3.4

 

Burada (Eker ve Güney 2008) tarafından tanımlanan (ࢻ)ࢾ,࢔,࢓ࡿ sınıfının genel 

özellikleri ve bu sınıfa ait fonksiyonlar için katsayı bağıntıları ve ekstrem noktaları elde 

edilecektir. 

 

3.4.1. Tanım. ݂(ݖ) = ݖ + ∑ ௝ܽݖ௝ஶ
௝ୀଶ  fonksiyonu ܧ birim diskinde analitik olmak üzere 

Al-Oboudi diferensiyel operatörü (genelleştirilmiş Salagean diferensiyel operatörü), 

 

(ݖ)଴݂ܦ	 =  (3.8)																																																																																																																									(ݖ)݂

 

(ݖ)ଵ݂ܦ = (1 − (ݖ)݂(ߜ + (ݖ)ᇱ݂ݖߜ = ,(ݖ)ఋ݂ܦ ߜ ≥ 0																																															(3.9) 

 

(ݖ)௡݂ܦ = ,൯(ݖ)௡ିଵ݂ܦఋ൫ܦ ݊ ∈ ℕ																																																																															(3.10) 
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ile tanımlanır (Al Oboudi 2004). 

 

Diğer bir ifadeyle, (3.9) ve (3.10) bağıntıları kullanılarak 

 

(ݖ)ఋ௡݂ܦ = ݖ +෍[1 + (݆ − ௡[ߜ(1 ௝ܽݖ௝
ஶ

௝ୀଶ

, ݊ ∈ ℕ଴ 

 

şeklinde tanımlanır. 

 

Al Oboudi diferensiyel operatörünün tanımında ߜ = 1 alınırsa Salagean diferensiyel 

operatörü elde edilir. 

 

3.4.2. Tanım. (2.1) ;(ࢻ)ࢾ,࢔,࢓ࡿ bağıntısıyla verilen ݂ fonksiyonlarından oluşan ve 		 

 

ܴ݁ ቊ
(ݖ)ఋ௠݂ܦ
(ݖ)ఋ௡݂ܦ

ቋ > 0)			ߙ ≤ ߙ < 1,݉ ∈ ℕ, ݊ ∈ ℕ଴) 

 

şartını sağlayan fonksiyonların sınıfı gösterilsin. 

 

݉ ve ݊ değişkenlerinin bazı özel halleri için aşağıdaki sınıflar elde edilir: 

 

i. ࡿ૚,૙,(ࢻ)ࢾ =  (Robertson 1936) (ࢻ)∗ࡿ

 

ii. ࡿ૛,૚,(ࢻ)ࢾ =  (Robertson 1936) (ࢻ)ࡷ

 

3.4.3. Teorem. ݂(ݖ) ∈ ve 0 ࡿ ≤ ߙ < 1, ݉ ∈ ℕ, ݊ ∈ ℕ଴, ߜ ≥ 0	için ݂(ݖ) fonksiyonu  

 

෍Ψ(݉, ݊, ݆, ,ߜ ห(ߙ ௝ܽห ≤ 2(1 − (3.11)																																																																																				(ߙ
ஶ

௝ୀଶ

 

 

şartını sağlıyorsa ݂(ݖ) ∈   ,dır. Burada	(ࢻ)ࢾ,࢔,࢓ࡿ
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Ψ(݉,݊, ݆, ,ߜ (ߙ = |[1 + (݆ − ௠[ߜ(1 − (1 + 1](ߙ + (݆ −  |௡[ߜ(1

 

																																			+[1 + (݆ − ௠[ߜ(1 + (1 − +1](ߙ (݆ −  ௡[ߜ(1

 

dır. 

 

İspat. (3.11) eşitsizliğinin sağlandığı kabul edilsin. 0 ≤ ߙ < 1, ݉ ∈ ℕ, ݊ ∈ ℕ଴, ߜ ≥ 0 

olmak üzere  

 

(ݖ)ܨ =
(ݖ)ఋ௠݂ܦ
(ݖ)ఋ௡݂ܦ

−  ߙ

 

tanımlansın. ݂(ݖ) ∈ ݖ olduğunu göstermek için her (ࢻ)ࢾ,࢔,࢓ࡿ ∈  ,için ܧ

 

ቤ
(ݖ)ܨ − 1
(ݖ)ܨ + 1

ቤ < 1 

 

eşitsizliğinin sağlandığını göstermek yeterlidir. Buradan, 

 

				ቤ
(ݖ)ܨ − 1
(ݖ)ܨ + 1

ቤ = ተተ

(ݖ)ఋ௠݂ܦ
(ݖ)ఋ௡݂ܦ

− ߙ − 1

(ݖ)ఋ௠݂ܦ
(ݖ)ఋ௡݂ܦ

− ߙ + 1
ተተ 	= ቤ

(ݖ)ఋ௠݂ܦ − (1 + (ݖ)ఋ௡݂ܦ(ߙ
(ݖ)ఋ௠݂ܦ − (1 − (ݖ)ఋ௡݂ܦ(ߙ

ቤ 

 

																			= ቤ
ݖߙ − ∑ ([1 + (݆ − ௠[ߜ(1 − (1 + 1](ߙ + (݆ − (௡[ߜ(1 ௝ܽݖ௝ஶ

௝ୀଶ

(2 − ݖ(ߙ + ∑ ([1 + (݆ − ௠[ߜ(1 + (1 − 1](ߙ + (݆ − (௡[ߜ(1 ௝ܽݖ௝ஶ
௝ୀଶ

ቤ 

 

																									≤
ߙ + ∑ |[1 + (݆ − ௠[ߜ(1 − (1 + 1](ߙ + (݆ − ௡|ห[ߜ(1 ௝ܽห|ݖ|௝ିଵஶ

௝ୀଶ

(2 − (ߙ − ∑ ([1 + (݆ − ௠[ߜ(1 + (1 − 1](ߙ + (݆ − ௡)ห[ߜ(1 ௝ܽห|ݖ|௝ିଵஶ
௝ୀଶ

 

 

												<
ߙ + ∑ |[1 + (݆ − ௠[ߜ(1 − (1 + 1](ߙ + (݆ − ௡|ห[ߜ(1 ௝ܽหஶ

௝ୀଶ

(2 − (ߙ − ∑ ([1 + (݆ − ௠[ߜ(1 + (1 − 1](ߙ + (݆ − ௡)ห[ߜ(1 ௝ܽหஶ
௝ୀଶ
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elde edilir. (3.11) bağıntısı sağlandığı için son ifade 

 

ቤ
(ݖ)ܨ − 1
(ݖ)ܨ + 1

ቤ <
ߙ + ∑ |[1 + (݆ − ௠[ߜ(1 − (1 + 1](ߙ + (݆ − ௡|ห[ߜ(1 ௝ܽหஶ

௝ୀଶ

(2 − (ߙ − ∑ ([1 + (݆ − ௠[ߜ(1 + (1 − 1](ߙ + (݆ − ௡)ห[ߜ(1 ௝ܽหஶ
௝ୀଶ

< 1 

 

dır. Böylece ispat tamamlanmış olur.  □ 

 

3.4.4. Örnek.  

 

(ݖ)݂ = ݖ +෍
2(2 + 1)(ߛ − ௝ߝ(ߙ

(݆ + ݆)(ߛ + 1 + ,݉)Ψ(ߛ ݊, ݆, ,ߜ (ߙ ݖ
௝

ஶ

௝ୀଶ

 

 

fonksiyonu  ߛ > −2, 0 ≤ ߙ < 1, ௝ߝ	 ∈ ℂ	 ve 	|ߝ௝| = 1 için (ࢻ)ࢾ,࢔,࢓ࡿ sınıfına aittir.  

 

Çözüm.  

 

௝ܽ =
2(2 + 1)(ߛ − ௝ߝ(ߙ

(݆ + ݆)(ߛ + 1 + ,݉)Ψ(ߛ ݊, ݆, ,ߜ  (ߙ

 

olmak üzere 

 

	෍Ψ(݉, ݊, ݆, ,ߜ ห(ߙ ௝ܽห =෍Ψ(݉, ݊, ݆, ,ߜ (ߙ ቤ
2(2 + 1)(ߛ − ௝ߝ(ߙ

(݆ + ݆)(ߛ + 1 + ,݉)Ψ(ߛ ݊, ݆, ,ߜ (ߙ
ቤ

ஶ

௝ୀଶ

	
ஶ

௝ୀଶ

 

 

																																																	= ෍
2(2 + 1)(ߛ − (ߙ
(݆ + ݆)(ߛ + 1 + (ߛ

ஶ

௝ୀଶ

 

 

																																																	= 2(2 + 1)(ߛ − ෍൬(ߙ
1

݆ + ߛ −
1

݆ + 1 + ൰ߛ
ஶ

௝ୀଶ

 

 

																																																	= 2(1 −  (ߙ
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olup Teorem 3.4.3 gereği ݂(ݖ) ∈  □  .dır (ࢻ)ࢾ,࢔,࢓ࡿ

 

3.4.5. Teorem. ݂(ݖ) fonksiyonu (ࢻ)ࢾ,࢔,࢓ࡿ sınıfına ait olsun. O halde ߚ = 2(1 −  ve (ߙ

݇ ≥ 2 için ݒ௞ = [1 + (݇ − ௠[ߜ(1 − [1 + (݇ −  ;௡ olmak üzere[ߜ(1

 

|ܽ௞| ≤
ߚ
|௞ݒ|

ቐ1 + ෍ߚ
[1 + (݆ − ௡[ߜ(1

หݒ௝ห

௞ିଵ

௝ୀଶ

+ ଶߚ ෍ ෍
([1 + (݆ଵ − 1][ߜ(1 + (݆ଶ − ௡([ߜ(1

หݒ௝భݒ௝మห

௞ିଶ

௝భୀଶ

௞ିଵ

௝మவ௝భ

 

 

ଷߚ+ ෍ ෍ ෍
([1 + (݆ଵ − 1][ߜ(1 + (݆ଶ − 1][ߜ(1 + (݆ଷ − ௡([ߜ(1

หݒ௝భݒ௝మݒ௝యห

௞ିଷ

௝భୀଶ

௞ିଶ

௝మவ௝భ

௞ିଵ

௝యவ௝మ

+⋯ 

 

2ෑ−݇ߚ+
[1 + (݆ − ݊[ߜ(1

ห݆ݒห
ቋ

݇−1

݆=2

 

 

dır. 

 

İspat. 

(ݖ)݌ =
1

1 − ߙ ቆ
(ݖ)ఋ௠݂ܦ
(ݖ)ఋ௡݂ܦ

− ቇߙ = 1 +෍ ௝ܿݖ௝
ஶ

௝ୀଵ

 

 

fonksiyonu tanımlansın. (ݖ)݌ fonksiyonu için, Caratheodory Lemma 2.5.4 gereği, 

|ܿ௝| ≤ 2 (݆ = 1,2,3, … )dir. (ݖ)݌ fonksiyonu için  

 

1
1 − ߙ

(ݖ)ఋ௠݂ܦ) ((ݖ)ఋ௡݂ܦߙ− = ቌ1(ݖ)ఋ௡݂ܦ +෍ ௝ܿݖ௝
ஶ

௝ୀଵ

ቍ 

 

olur. 

 

(ݖ)ఋ௡݂ܦ = ݖ +෍[1 + (݆ − ௡[ߜ(1 ௝ܽݖ௝
ஶ

௝ୀଶ

, ݊ ∈ ℕ଴ 
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olduğu kullanılarak 

 

(ݖ)ఋ௠݂ܦ − (ݖ)ఋ௡݂ܦߙ
1 − ߙ = ݖ +

(1 + ௠(ߜ − 1)ߙ + ௡(ߜ

1 − ߙ ܽଶݖଶ +⋯ 

 

																																		+
[1 + (݇ − ௠[ߜ(1 − 1]ߙ + (݇ − ௡[ߜ(1

1 − ߙ ܽ௞ݖ௞ +⋯ 

 

yazılabilir. Diğer yandan 

 

ቌ1(ݖ)ఋ௡݂ܦ +෍ ௝ܿݖ௝
ஶ

௝ୀଵ

ቍ = ቌݖ +෍[1 + (݆ − ௡[ߜ(1 ௝ܽݖ௝
ஶ

௝ୀଶ

ቍ (1 + ܿଵݖ +⋯+ ܿ௞ݖ௞ +⋯) 

 

olduğundan, 

 

ݖ +
(1 + ௠(ߜ − 1)ߙ + ௡(ߜ

1 − ߙ ܽଶݖଶ +⋯+
[1 + (݇ − ௠[ߜ(1 − 1]ߙ + (݇ − ௡[ߜ(1

1 − ߙ ܽ௞ݖ௞+.. 

 

= ቌݖ +෍[1 + (݆ − ௡[ߜ(1 ௝ܽݖ௝
ஶ

௝ୀଶ

ቍ(1 + ܿଵݖ +⋯+ ܿ௞ݖ௞ +⋯) 

 

elde edilir. Buradan ݖ௞ teriminin katsayıları eşitlenirse, 

 

ቆ
[1 + (݇ − ௠[ߜ(1 − [1 + (݇ − ௡[ߜ(1

1 − ߙ ቇ =෍[1 + (݇ − ݆ − ௡ܽ௞ି௝[ߜ(1 ௝ܿ

௞ିଵ

௝ୀଵ

 

 

olur. Böylece 

 

|ܽ௞| =
1 − ߙ

|[1 + (݇ − ௠[ߜ(1 − [1 + (݇ − |௡[ߜ(1 ቮ෍
[1 + (݇ − ݆ − ௡ܽ௞ି௝[ߜ(1 ௝ܿ

௞ିଵ

௝ୀଵ

ቮ 
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≤
1 − ߙ

|[1 + (݇ − ௠[ߜ(1 − [1 + (݇ − |௡[ߜ(1
ቌ෍[1 + (݇ − ݆ − ௡หܽ௞ି௝หห[ߜ(1 ௝ܿห
௞ିଵ

௝ୀଵ

ቍ 

 

≤
2(1 − (ߙ

|[1 + (݇ − ௠[ߜ(1 − [1 + (݇ − |௡[ߜ(1
ቌ෍[1 + (݇ − ݆ − ௡หܽ௞ି௝ห[ߜ(1
௞ିଵ

௝ୀଵ

ቍ 

 

bulunur. ߚ = 2(1 − ௞ݒ ve (ߙ = [1 + (݇ − ௠[ߜ(1 − [1 + (݇ −  ௡ olduğu[ߜ(1

kullanılarak 

 

|ܽ௞| ≤ ߚ
1
|݇ݒ|

൜1 + (1 + ௡(ߜ
ߚ
|2ݒ|

+ (1 + ௡(ߜ2
ߚ
|3ݒ|

+ ⋯+ (1 + (݇ − ௡(ߜ(2
ߚ

|1−݇ݒ|
 

 

+(1 + ௡(1(ߜ + ௡(ߜ2
ଶߚ

|3ݒ2ݒ|
+ (1 + ௡(1(ߜ + ௡(ߜ3

ଶߚ

|4ݒ2ݒ|
 

 

+(1 + ௡(1(ߜ + ௡(ߜ4
ଶߚ

|5ݒ2ݒ|
+ ⋯+ (1 + ௡(1(ߜ + (݇ − ௡(ߜ(2

ଶߚ

|1−݇ݒ2ݒ|
 

 

+(1 + ௡(1(ߜ2 + ௡(ߜ3
ଶߚ

|4ݒ3ݒ|
+ (1 + ௡(1(ߜ2 + ௡(ߜ4

ଶߚ

|5ݒ3ݒ|
+ 

 

+(1 + ௡(1(ߜ2 + (݇ − ௡(ߜ(2
ଶߚ

|1−݇ݒ3ݒ|
+ ⋯ 

 

+(1 + ௡(1(ߜ + ௡(1(ߜ2 + ௡(ߜ3
ଷߚ

ห4ݒ3ݒ2ݒห
+ ⋯ 

 

+(1 + ௡(1(ߜ + (݇ − ௡(1(ߜ(2 + (݇ − ௡(ߜ(3
ଷߚ

ห1−݇ݒ2−݇ݒ2ݒห
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௞ିଶෑߚ+
[1 + (݆ − ௡[ߜ(1

ห݆ݒห

௞ିଵ

௝ୀଶ

ቑ 

 

=
ߚ
|݇ݒ|

ቐ1 + ෍ߚ
[1 + (݆ − ݊[ߜ(1

ห݆ݒห

݇−1

݆=2

+ 2ߚ ෍ ෍
൫ൣ1 + (݆1 − ൧ൣ1ߜ(1 + (݆2 − ൧൯ߜ(1

݊

ቚ2݆ݒ1݆ݒቚ

݇−2

݆1=2

݇−1

݆2>݆1

 

 

ଷߚ+ ෍ ෍ ෍
([1 + (݆ଵ − 1][ߜ(1 + (݆ଶ − 1][ߜ(1 + (݆ଷ − ௡([ߜ(1

หݒ௝భݒ௝మݒ௝యห

௞ିଷ

௝భୀଶ

௞ିଶ

௝మவ௝భ

௞ିଵ

௝యவ௝మ

+⋯ 

 

௞ିଶෑߚ+
[1+ (݆ − ௡[ߜ(1

หݒ௝ห
ቋ

௞ିଵ

௝ୀଶ

 

 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.  □ 

 

3.4.6. Tanım. (3.11) eşitsizliğini sağlayan ve (2.1) formunda verilen ݂ fonksiyonlarının 

oluşturduğu sınıf, (ࢻ)ࢾ,࢔,࢓ࡿ nın bir alt sınıfı olup ࡿ෨(ࢻ)ࢾ,࢔,࢓ ile gösterilir.  

 

3.4.7. Teorem. ݂(ݖ) ∈  olması için gerek ve yeter şart (ࢻ)ࢾ,࢔,࢓෨ࡿ

 

(ݖ)݂ = ෍ߟ௝ ௝݂(ݖ)
ஶ

௝ୀଵ

 

dir. Burada, 

ଵ݂(ݖ) =  	ݖ

 

௝݂(ݖ) = ݖ +
2(1 − (ߙ

Ψ(݉, ݊, ݆, ,ߜ (ߙ ݖ
௝; ݆ ≥ 2 

 

௝ߟ > 0 için ∑ ௝ߟ = 1ஶ
௝ୀଵ  ve 0 ≤ ߙ < 1, ݉ ∈ ℕ, ݊ ∈ ℕ଴, ߜ ≥ 0 dır.  
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İspat. 

(ݖ)݂ =෍ߟ௝ ௝݂(ݖ)
ஶ

௝ୀଵ

= ݖ +෍ߟ௝
2(1 − (ߙ

Ψ(݉, ݊, ݆, ,ߜ (ߙ ݖ
௝

ஶ

௝ୀଶ

 

 

olsun. Böylece 

 

෍Ψ(݉,݊, ݆, ,ߜ (ߙ
2(1 − (ߙ

Ψ(݉, ݊, ݆, ,ߜ (ߙ ௝ߟ =
ஶ

௝ୀଶ

2(1 − ௝ߟ෍(ߙ

ஶ

௝ୀଶ

 

 

																																																																																																			= 2(1 − 1)(ߙ −  (ଵߟ

 

																																																																																																		< 2(1 −  (ߙ

 

olur. Dolayısıyla (3.11) gereği ݂(ݖ) ∈  .dir (ࢻ)ࢾ,࢔,࢓෨ࡿ

 

Diğer yandan ݂(ݖ) ∈  olsun. O halde (ࢻ)ࢾ,࢔,࢓෨ࡿ

 

௝ܽ ≤
2(1 − (ߙ

Ψ(݉, ݊, ݆, ,ߜ ݆)			(ߙ = 2,3,… ) 

 

yazılabilir. Buradan, 

 

௝ߟ =
Ψ(݉, ݊, ݆, ,ߜ (ߙ
2(1 − (ߙ ௝ܽ 

ve  

ଵߟ = 1 −෍ߟ௝

ஶ

௝ୀଶ

 

olacak şekilde alınırsa 

 

(ݖ)݂ = ෍ߟ௝ ௝݂(ݖ)
ஶ

௝ୀଵ
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biçimde ifade edilebilir. Böylece ispat tamamlanır.  □ 

 

3.4.8. Sonuç. ࡿ෨(ࢻ)ࢾ,࢔,࢓ sınıfının ekstrem noktaları ଵ݂(ݖ) =   ve 	ݖ

 

௝݂(ݖ) = ݖ +
2(1 − (ߙ

Ψ(݉, ݊, ݆, ,ߜ (ߙ ݖ
௝ 	; ݆ ≥ 2 

 

fonksiyonlarıdır. 

 

,ࢽ,࢓,࢔)ࢀ .3.5 ,ࢻ  Sınıfı ve Özellikleri (ࣅ

 

Bu bölümde, (Darwish 2007)’ de ele alınan ve  Al Oboudi diferensiyel operatörü 

yardımıyla tanımlanan ࢓,࢔)ࢀ, ,ࢽ ,ࢻ  sınıfı incelenecektir. Bu sınıfa ait fonksiyonlar (ࣅ

için katsayı bağıntıları, distorsiyon teoremleri, yıldızıl ve konvekslik yarıçapları 

verilecektir. 

 

3.5.1. Tanım. ࢓,࢔)ࢀ, ,ࢽ ,ࢻ ݂ ;(ࣅ ∈ ,ߙ fonksiyonlarından oluşan ve ࢀ ߛ ∈ [0,1), 

ߣ ≥ 0, ݊,݉ ∈ 	ℕ଴ için 

 

ܴ݁ ൞

௡ା௠ܦ
ఒ݂(ݖ)

௡ܦ
ఒ݂(ݖ)

ߛ ൬ܦ
௡ା௠

ఒ݂(ݖ)
௡ܦ

ఒ݂(ݖ)
൰ + 1 − ߛ

ൢ >  ߙ

 

şartını sağlayan fonksiyonların sınıfı olsun. Burada, ܦ௡
ఒ݂, Tanım 3.4.1 de verilen Al 

Oboudi diferensiyel operatörüdür. 

Değişkenlerin bazı özel halleri için aşağıdaki sınıflar elde edilir: 
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i. ࢀ(૙, ૚, ૙, ,ࢻ ૚) = ,(ࢻ)∗ࢀ ,૚)ࢀ ૚, ૙, ,ࢻ ૚) =  (Silverman 1975)  (ࢻ)࡯

 

ii. ࢔)ࢀ, ૚, ૙, ,ࢻ ૚) =  (Hur ve Oh 1989, Kadıoğlu 2003)  (ࢻ)࢔ࢀ

 

iii. ࢀ(૙, ૚, ,ࢽ ,ࢻ ૚) = ,(ࢻ,ࢽ)ࢀ ,૚)ࢀ ૚, ,ࢽ ,ࢻ ૚) =  (Altıntaş ve Owa 1988)  (ࢻ,ࢽ)࡯

 

iv. ࢔)ࢀ, ૚, ,ࢽ ,ࢻ ૚) = ,ࢽ)࢔ࢀ  (Aouf ve Cho 1998)  (ࢻ

 

3.5.2. Teorem. ݂ ∈ ,ࢽ,࢓,࢔)ࢀ fonksiyonunun ࢀ ,ࢻ  sınıfına ait olması için gerek ve (ࣅ

yeter şart 

 

෍[1+ (݇ − ௡{[1[ߣ(1 + (݇ − ௠(1[ߣ(1 − (ߛߙ − 1)ߙ − {(ߛ
ஶ

௞ୀଶ

ܽ௞ ≤ 1−  (3.12)															ߙ

 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır. 

 

İspat. (3.12) nin sağlandığı kabul edilsin. ݂ ∈ ,࢓,࢔)ࢀ	 ,ࢽ ,ࢻ  olduğunu göstermek için (ࣅ

 

ተተ

(ݖ)ఒ௡ା௠݂ܦ
(ݖ)ఒ௡݂ܦ

ߛ ఒܦ
௡ା௠݂(ݖ)
(ݖ)ఒ௡݂ܦ

+ 1 − ߛ
− 1ተተ ≤ 1 −  ߙ

 

eşitsizliğinin sağlandığı gösterilmelidir. Buradan, 

 



71 
 

	ቤ
(1 − (ߛ ∑ [1 + (݇ − ௞ݖ௡ା௠ܽ௞[ߣ(1 − (1 − (ߛ ∑ [1 + (݇ − ௞ஶݖ௡ܽ௞[ߣ(1

௞ୀଶ
ஶ
௞ୀଶ

ݖ − ߛ ∑ [1 + (݇ − ௡ା௠ஶ[ߣ(1
௞ୀଶ ܽ௞ݖ௞ − (1 − ∑(ߛ [1 + (݇ − ௞ஶݖ௡ܽ௞[ߣ(1

௞ୀଶ
ቤ 

 

			≤
(1 − (ߛ ∑ [1 + (݇ − ௞ିଵ|ݖ|௡ା௠ܽ௞[ߣ(1 − (1 − ∑(ߛ [1 + (݇ − ௞ିଵஶ|ݖ|௡ܽ௞[ߣ(1

௞ୀଶ
ஶ
௞ୀଶ

1 − ߛ ∑ [1 + (݇ − ௡ା௠ஶ[ߣ(1
௞ୀଶ ܽ௞|ݖ|௞ିଵ − (1 − (ߛ ∑ [1 + (݇ − ௞ିଵஶ|ݖ|௡ܽ௞[ߣ(1

௞ୀଶ
 

 

			≤
(1 − ∑}(ߛ [1 + (݇ − ௡ା௠ܽ௞[ߣ(1 − (1 − (ߛ ∑ [1 + (݇ − ௡ܽ௞ஶ[ߣ(1

௞ୀଶ
ஶ
௞ୀଶ }

1 − ߛ ∑ [1 + (݇ − ௡ା௠ஶ[ߣ(1
௞ୀଶ ܽ௞ − (1 − (ߛ ∑ [1 + (݇ − ௡ܽ௞ஶ[ߣ(1

௞ୀଶ
 

 

elde edilir. (3.12) gereği,  

 

ተተ

(ݖ)ఒ௡ା௠݂ܦ
(ݖ)ఒ௡݂ܦ

ߛ ఒܦ
௡ା௠݂(ݖ)
(ݖ)ఒ௡݂ܦ

+ 1 − ߛ
− 1ተተ ≤ 1 −  ߙ

bulunur. 

Diğer taraftan ݂(ݖ) ∈ ,࢓,࢔)ࢀ	 ,ࢽ ,ࢻ  olsun. Bu durumda Tanım 3.5.1 gereği (ࣅ

 

ܴ݁ ቊ
ݖ − ∑ [1 + (݇ − ௞ஶݖ௡ା௠ܽ௞[ߣ(1

௞ୀଶ

ݖ − ߛ ∑ [1 + (݇ − ௡ା௠ஶ[ߣ(1
௞ୀଶ ܽ௞ݖ௞ − (1 − (ߛ ∑ [1 + (݇ − ௞ஶݖ௡ܽ௞[ߣ(1

௞ୀଶ
ቋ >  ߙ

 

elde edilir. ݖ → 1ି alınırsa,  

 

ቊ
1 − ∑ [1 + (݇ − ௡ା௠ܽ௞ஶ[ߣ(1

௞ୀଶ

1 − ߛ ∑ [1 + (݇ − ௡ା௠ஶ[ߣ(1
௞ୀଶ ܽ௞ − (1 − (ߛ ∑ [1 + (݇ − ௡ܽ௞ஶ[ߣ(1

௞ୀଶ
ቋ >  ߙ
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bulunur. Bu son ifade düzenlenirse 

 

෍[1+ (݇ − ௡{[1[ߣ(1 + (݇ − ௠(1[ߣ(1 − (ߛߙ − 1)ߙ − {(ߛ
ஶ

௞ୀଶ

ܽ௞ ≤ 1−  ߙ

 

istenilen katsayı bağıntısı elde edilmiş olur.  □ 

 

3.5.3. Teorem. 0 ≤ ߙ < 1, 0 ≤ ଵߛ ≤ ଶߛ < 1, ߣ ≥ 0  ve ݉,݊ ∈ ℕ଴	 olmak üzere  

 

,૚ࢽ,࢓,࢔)ࢀ ,ࢻ (ࣅ ⊂ ,૛ࢽ,࢓,࢔)ࢀ ,ࢻ  (ࣅ

dir. 

 

İspat. ݂(ݖ) ∈ ,࢓,࢔)ࢀ	 ,૚ࢽ ,ࢻ olsun. 0 (ࣅ ≤ ଵߛ ≤ ଶߛ < 1 eşitsizliği ve Teorem 3.5.2 

dikkate alınırsa 

 

෍[1+ (݇ − ௡{[1[ߣ(1 + (݇ − ௠(1[ߣ(1 − (ଶߛߙ − 1)ߙ − {(ଶߛ
ஶ

௞ୀଶ

ܽ௞  

 

≤෍[1 + (݇ − ௡{[1[ߣ(1 + (݇ − ௠(1[ߣ(1 − (ଵߛߙ − 1)ߙ − {(ଵߛ
ஶ

௞ୀଶ

ܽ௞  

 

≤ 1 −  ߙ

olup ݂(ݖ) ∈ ,࢓,࢔)ࢀ	 ,૛ࢽ ,ࢻ  □  .elde edilir (ࣅ
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3.5.4. Sonuç. 0 ≤ ߙ < 1, 0 ≤ ߛ < 1, ߣ ≥ 0  ve ݉, ݊ ∈ ℕ଴	 olmak üzere aşağıdaki 

bağıntılar geçerlidir. 

 

i. ࢔)ࢀ + ૚,ࢻ,ࢽ,࢓, (ࣅ ⊂ ,ࢽ,࢓,࢔)ࢀ ,ࢻ   (ࣅ

 

ii. ࢓,࢔)ࢀ + ૚, ,ࢽ ,ࢻ (ࣅ ⊂ ,ࢽ,࢓,࢔)ࢀ ,ࢻ   (ࣅ

 

iii. ࢔)ࢀ + ૚,࢓ + ૚, ,ࢽ ,ࢻ (ࣅ ⊂ ,࢓,࢔)ࢀ ,ࢽ ,ࢻ   (ࣅ

 

3.5.5. Teorem. ݂(ݖ) ∈ ,࢓,࢔)ࢀ fonksiyonu ࢀ ,ࢽ ,ࢻ  ,sınıfına ait olsun. Bu durumda (ࣅ

|ݖ| = ݎ < 1 için, 

 

หܦ௜݂(ݖ)ห ≤ ݎ +
1 − ߙ

(1 + ௡ି௜[(1(ߣ + ௠(1(ߣ − (ߛߙ − 1)ߙ − [(ߛ ݎ
ଶ 

ve 

หܦ௜݂(ݖ)ห ≥ ݎ −
1 − ߙ

(1 + ௡ି௜[(1(ߣ + ௠(1(ߣ − (ߛߙ − 1)ߙ − [(ߛ ݎ
ଶ 

 

eşitsizlikleri geçerlidir. 

 

İspat. ܦ௜݂(ݖ) = ݖ − ∑ [1 + (݇ − ௞ஶݖ௜ܽ௞[ߣ(1
௞ୀଶ  olmak üzere 

 

|(ݖ)௜݂ܦ| = อݖ −෍[1 + (݇ − ௞ݖ௜ܽ௞[ߣ(1
ஶ

௞ୀଶ

อ ≤ ݎ + ଶ෍[1ݎ + (݇ − ௜ܽ௞[ߣ(1

ஶ

௞ୀଶ

 

dir. Ayrıca (3.12) gereği,  
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෍[1+ (݇ − ௜ܽ௞[ߣ(1

ஶ

௞ୀଶ

=
(1 + ௡ି௜[(1(ߣ + ௠(1(ߣ − (ߛߙ − 1)ߙ − [(ߛ
(1 + ௡ି௜[(1(ߣ + ௠(1(ߣ − (ߛߙ − 1)ߙ − [(ߛ

෍[1 + (݇ − ௜ܽ௞[ߣ(1

ஶ

௞ୀଶ

 

 

=
∑ [1 + (݇ − ௜[1[ߣ(1 + (݇ − ௡ି௜{[1[ߣ(1 + (݇ − ௠(1[ߣ(1 − (ߛߙ − 1)ߙ − ௞ஶܽ{(ߛ
௞ୀଶ

(1 + ௡ି௜[(1(ߣ + ௠(1(ߣ − (ߛߙ − 1)ߙ − [(ߛ  

 

		<
∑ [1 + (݇ − ௡{[1[ߣ(1 + (݇ − ௠(1[ߣ(1 − (ߛߙ − 1)ߙ − ௞ஶܽ{(ߛ
௞ୀଶ

(1 + ௡ି௜[(1(ߣ + ௠(1(ߣ − (ߛߙ − 1)ߙ − [(ߛ  

 

			≤
1 − ߙ

(1 + ௡ି௜[(1(ߣ + ௠(1(ߣ − (ߛߙ − 1)ߙ −  [(ߛ

 

olur. Böylece 

 

|(ݖ)௜݂ܦ| ≤ ݎ +
1 − ߙ

(1 + ௡ି௜[(1(ߣ + ௠(1(ߣ − (ߛߙ − 1)ߙ − [(ߛ ݎ
ଶ 

 

olur. Benzer şekilde, 

 

|(ݖ)௜݂ܦ| ≥ ݎ −
1 − ߙ

(1 + ௡ି௜[(1(ߣ + ௠(1(ߣ − (ߛߙ − 1)ߙ − [(ߛ ݎ
ଶ 

 

eşitsizliği de elde edilir.  □ 
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3.5.6. Sonuç.	݂(ݖ) ∈ ,ࢽ,࢓,࢔)ࢀ ,ࢻ  .olmak üzere aşağıdaki bağıntılar geçerlidir (ࣅ

 

|(ݖ)݂| ≥ ݎ −
1 − ߙ

(1 + ௡[(1(ߣ + ௠(1(ߣ − (ߛߙ − 1)ߙ − [(ߛ ݎ
ଶ 

 

|(ݖ)݂| ≤ ݎ +
1 − ߙ

(1 + ௡[(1(ߣ + ௠(1(ߣ − (ߛߙ − 1)ߙ − [(ߛ ݎ
ଶ 

 ve  

|(ݖ)′݂| ≥ 1 −
1 − ߙ

(1 + ௡[(1(ߣ + ௠(1(ߣ − (ߛߙ − 1)ߙ − [(ߛ  ݎ

 

|݂ᇱ(ݖ)| ≤ 1 +
1 − ߙ

(1 + ௡[(1(ߣ + ௠(1(ߣ − (ߛߙ − 1)ߙ − [(ߛ  ݎ

 

dır. 

 

İspat. Teorem 3.5.5 te ݅	 = 0 alınarak |݂(ݖ)| için alt ve üst sınırlar; ݅ = 1 alınarak 

 □  .için alt ve üst sınırlar elde edilir |(ݖ)′݂|

 

3.5.7.Teorem. ࢓,࢔)ࢀ, ,ࢽ ,ࢻ  .sınıfı konvekstir (ࣅ

 

İspat. Her ߥ = 1,2 için, 

ఔ݂(ݖ) = ݖ −෍ܽఔ,௞ݖ௞					(
ஶ

௞ୀଶ

ܽఔ,௞ ≥ 0) 
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fonksiyonları ࢓,࢔)ࢀ, ,ࢽ ,ࢻ sınıfına ait olsun. Gösterilmek istenen 0 (ࣅ ≤ ݐ ≤ 1 için  

 

ℎ(ݖ) = ݐ ଵ݂(ݖ) + (1 − (ݐ ଶ݂(ݖ) 

 

fonksiyonunun ࢽ,࢓,࢔)ࢀ, ,ࢻ  sınıfında olduğudur. Buradan (ࣅ

 

ℎ(ݖ) = ݖ −෍[ܽݐଵ,௞ + (1 − 					௞ݖ[ଶ,௞ܽ(ݐ
ஶ

௞ୀଶ

 

 

dır ve ߥ = 1,2 için ఔ݂(ݖ) ∈ ,࢓,࢔)ࢀ ,ࢽ ,ࢻ  ,olduğundan (3.12) gereği	(ࣅ

 

෍[1+ (݇ − ௡{[1[ߣ(1 + (݇ − ௠(1[ߣ(1 − (ߛߙ − 1)ߙ − {(ߛ
ஶ

௞ୀଶ

ଵ,௞ܽݐ] + (1 −  [ଶ,௞ܽ(ݐ

 

≤ 1 −  ߙ

 

yazılabilir. Böylece ispat tamamlanır.  □ 

 

3.5.8. Teorem. ݂(ݖ) ∈ ,࢓,࢔)ࢀ ,ࢽ ,ࢻ  olması için gerek ve yeter şart (ࣅ

 

(ݖ)݂ = ෍ߤ௞ ௞݂(ݖ)
ஶ

௞ୀଵ
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dır. Burada, 

ଵ݂(ݖ) =  ݖ

 

௞݂(ݖ) = ݖ −
1 − ߙ

[1 + (݇ − ௡{[1[ߣ(1 + (݇ − ௠(1[ߣ(1 − (ߛߙ − 1)ߙ − {(ߛ ݖ
௞, ݇ ≥ 2 

 

௞ߤ ≥ 0	için ∑ ௞ߤ = 1ஶ
௞ୀଵ  ve 0 ≤ ߙ < 1, 0 ≤ ߛ < 1, ߣ ≥ 0, ݉, ݊ ∈ ℕ଴ dır.  

 

İspat. 

(ݖ)݂ = ݖ −෍
1 − ߙ

[1 + (݇ − 1]}݊[ߣ(1 + (݇ − 1)݉[ߣ(1 − −(ߛߙ 1)ߙ − {(ߛ ݖ௞ߤ
௞

ஶ

௞ୀଶ

 

 

olsun. Buradan, 

 

෍
[1 + (݇ − 1]}݊[ߣ(1 + (݇ − 1)݉[ߣ(1 − (ߛߙ − 1)ߙ − 1)	{(ߛ − ௞ߤ(ߙ
(1 − 1](ߙ + (݇ − 1]}݊[ߣ(1 + (݇ − 1)݉[ߣ(1 − −(ߛߙ 1)ߙ − {(ߛ

ஶ

௞ୀଶ

= ෍ߤ௞ ≤ 1
ஶ

௞ୀଶ

 

 

olduğundan, (3.12) gereği ݂(ݖ) ∈ ,࢓,࢔)ࢀ ,ࢽ ,ࢻ  .dır (ࣅ

Tersine ݂(ݖ) ∈ ,࢓,࢔)ࢀ ,ࢽ ,ࢻ   ,olsun. Bu durumda (3.12) gereği (ࣅ

 

|ܽ௞| ≤
1 − ߙ

[1 + (݇ − 1]}݊[ߣ(1 + (݇ − 1)݉[ߣ(1 − −(ߛߙ 1)ߙ −  {(ߛ

 



78 
 

yazılabilir.  

௞ߤ =
[1 + (݇ − 1]}݊[ߣ(1 + (݇ − 1)݉[ߣ(1 − (ߛߙ − 1)ߙ − {(ߛ

1 − ߙ ܽ௞  

  

olacak şekilde seçilirse ߤଵ = 1 − ∑ ௞ஶߤ
௞ୀଶ  olduğundan ݂(ݖ) = ∑ ௞ߤ ௞݂(ݖ)ஶ

௞ୀଵ  olarak 

yazılabilir.  □ 

 

3.5.9. Teorem. ݂(ݖ) ∈ ,࢓,࢔)ࢀ ,ࢽ ,ࢻ olsun. 0 (ࣅ ≤ ߩ < 1 ve ݇ ≥ 2 için, 

 

ݎ = ݂݅݊ ቊ
(1 − 1](ߩ + (݇ − ௡{[1[ߣ(1 + (݇ − ௠(1[ߣ(1 − (ߛߙ − 1)ߙ − {(ߛ

(݇ − 1)(ߩ − (ߙ ቋ

ଵ
௞ିଵ

 

 

olmak üzere, ݂ fonksiyonu |ݖ| <  .mertebeli yıldızıldır ߩ de ݎ

 

İspat. ቚ௭௙
ᇲ(௭)

௙(௭)
− 1ቚ ≤ 1 −   olduğu gösterilmelidir. Bu durumda ߩ

 

ቤ
(ݖ)′݂ݖ
(ݖ)݂ − 1ቤ ≤

∑ (݇ − 1)ܽ௞|ݖ|௞ିଵஶ
௞ୀଶ

1 − ∑ ܽ௞|ݖ|௞ିଵஶ
௞ୀଶ

 

 

olup bu eşitsizliğin geçerli olması için 

 

∑ (݇ − ௞ିଵஶ|ݖ|௞ܽ(ߩ
௞ୀଶ

(1 − (ߩ ≤ 1 
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olması gerekir. Bu ise ancak ve ancak  

 

(݇ − ௞ିଵ|ݖ|௞ܽ(ߩ

(1 − (ߩ ≤
[1 + (݇ − 1]}݊[ߣ(1 + (݇ − 1)݉[ߣ(1 − (ߛߙ − 1)ߙ − {(ߛ

1 − ߙ  

 

olduğunda geçerli olup, buradan  

 

|ݖ| ≤ ቊ
(1 − 1](ߩ + (݇ − ௡{[1[ߣ(1 + (݇ − ௠(1[ߣ(1 − (ߛߙ − 1)ߙ − {(ߛ

(݇ − 1)(ߩ − (ߙ ቋ

ଵ
௞ିଵ

 

 

elde edilir.  □ 

 

3.5.10. Sonuç. ݂(ݖ) ∈ ,࢓,࢔)ࢀ ,ࢽ ,ࢻ olsun. 0 (ࣅ ≤ ߩ < 1 ve ݇ ≥ 2 için, 

 

ߟ = ݂݅݊ ቊ
(1 − 1](ߩ + (݇ − ௡{[1[ߣ(1 + (݇ − ௠(1[ߣ(1 − (ߛߙ − 1)ߙ − {(ߛ

݇(݇ − 1)(ߩ − (ߙ ቋ

ଵ
௞ିଵ

 

 

olmak üzere, ݂ fonksiyonu |ݖ| <  .mertebeli konvekstir ߩ de ߟ
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