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for analytic, univalent functions on E* = {z:|z| > 1} and a sharp upper bound for the
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SIMGELER DiZiNi

N Dogal sayilar kiimesi

R Gergel sayilar

C Karmasik sayilar kiimesi

C, Orijin merkezli r yarigapli gember

D D nin kapanisi

E Birim disk

E* Birim diskin dis1

f(D) D nin f altindaki goriintiisii

f*g file gnin Hadamard ¢arpimi

Imf  f nin sanal kismi1

k(z) Koebe fonksiyonu

k(w) k(2) nin tersi

Ref  f nin reel kismi

C(a) a-mertebeli negatif katsayili konveks fonksiyonlar sinifi
CV  Normalize edilmis konveks fonksiyonlarin sinifi

CV(a) a-mertebeli konveks fonksiyonlarin sinifi

K Konvekse yakin fonksiyonlarin siniflari
P Pozitif katsayili inivalent fonksiyonlarin sinifi
S Normalize edilmis, E de analitik ve iinivalent fonksiyonlarin sinifi

ST  Yildizil fonksiyonlarin sinifi

ST(a) a-mertebeli yildizil fonksiyonlarin sinifi

T Negatif katsayil1 analitik {inivalent fonksiyonlarin sinifi
T*(a) a-mertebeli negatif katsayili yildizil fonksiyonlarin sinifi

) E* da analitik ve tinivalent fonksiyonlarin sinifi



GIRIS

Geometrik fonksiyonlar teorisindeki en gilizel konulardan birisi yalinkat fonksiyonlar
teorisidir. Bu konunun temeli Koebe’nin 1907 de yayimladigi makalesi olup, bunu 1914
de Granwall’in alan teoreminin ispati ve 1916 da Bieberbach’in yalinkat fonksiyonlarin

ikinci katsayilari i¢in sonucunu ve onun dzellikleri izlemistir.

Kompleks diizlemin basit baglantili bir has alt kiimesini birim diske konform olarak
tasvir eden bir donlisiimiin varhigi Riemann Dontisiim Teoremi olarak bilinir. Bu
nedenle keyfi basit baglantili bolgeler iizerinde tanimlanan yalinkat fonksiyonlarla
caligmak yerine birim diskte tanimlanan yalinkat fonksiyonlarla calisgmak g¢ogu kez
kolaylik saglar. Yalinkat fonksiyonlar iizerindeki ¢alismalar, E = {z € C: |z| < 1}
birim diskinde analitik ve f(0)=f'(0)—1=0 normalizasyonu saglayan

fonksiyonlarin olusturdugu bir S sinifi iizerinde yogunlasmistir.

1916 da Bieberbach tarafindan ileri siiriilen, z € E olmak iizere f € § fonksiyonu
f(2) = z+ Y5, a,z" bigiminde bir Taylor agilimma sahipse k > 2 olmak iizere
lax| < k oldugu uzun yillar matematikgileri mesgul etmistir. 1985 yilina kadar

ispatlanamayan bu sonu¢ Branges tarafindan ispatlanmstir.

Bieberbach Tahmininin 6nemli sonug¢larindan birisi de S smifina ait bir f fonksiyonu
icin |a,| < 2 sonucunu kullanarak Koebe tarafindan verilen ve distorsiyon teoremleri
olarak bilinen f(z) fonksiyonunun kendisinin ve tiirevinin mutlak degeri igin alt ve tist

sinirlarin elde edilmesidir.

Bieberbach probleminin ¢o6ziimiiyle ilgilenen matematikgiler § sinifinin bazi alt

siiflariyla ilgilenmek suretiyle bu siniflara ait fonksiyonlarla ilgili birgok bagint1 elde



edildi. Bu alt siniflarin en 6nemlileri; yildizil, konveks, alfa mertebeden yildizil, alfa

mertebeden konveks, alfa yildizil ve alfa konveks fonksiyon siiflaridir.

Bu tezin amaci, konvolusyon yardimiyla tanimlanan analitik yalinkat fonksiyonlarin
bazi alt siniflarmin katsay1r kosullari, distorsiyon smirlari ve ekstrem noktalarini
incelemektir. Calisma li¢ boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, diger boliimlerde

kullanilacak olan tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde, S sinifi ve yildizil, konveks, alfa mertebeli yildizil, alfa mertebeli
konveks fonksiyon smiflar1 hakkinda genel bilgiler ve teoremler verilmis, sonuglar

incelenmistir.

Ugiincii béliimde, Konvolusyon yardimiyla tanimlanan analitik yalinkat fonksiyonlarmn
bazi alt siniflar1 ele alinmistir. Bu boliim dort kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda,
Konvolusyon(Hadamard Carpimi) tanimlanmustir. ikinci kisimda,
(Murugundaramoorthy ve Frasin 2010)’ da ele alinan S(®,%¥,n, 1) ve ST(®, ¥, n,A)
siniflari; tiglincti kisimda (Subramanian ve ark. 2010)” da ele alinan TS, (a) ve TS;‘; ()
siniflar1; dordincii kissmda (Aouf ve ark. 2010)’ da ele alinan S, (f,g;a,B) ve

TS, (f, 9; a, B) siiflar1 incelenmistir.



1.ON BILGILER

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde sik¢a kullanilacak olan bazi temel tanim ve
teoremler verilecektir. Bu kavramlarla ilgili ayrintili bilgiler (Alhfors 1996, Baskan
1996, Nehari 1952, Palka 1991, Hayman 1994, Silverman ve Ponnusamy 2006)’ da

bulunabilir.

1.1. Tammm. C kompleks sayilar kiimesi, z, € C ve r > 0 olmak iizere
D(zy,7) =1{z : |z —zy| <71}
D(zg,7) ={z: |z— 2| <71}
0D(zy,1r) ={z: |z—z4| =71}

kiimelerine sirasiyla z, merkezli r yarigaplh ag¢ik daire, kapali daire ve ¢ember denir.
Kisalik olsun diye D(0,r) dairesi D, ile ve D; birim dairesi de E ile gosterilecek.

Ayrica, birim dairenin dis1 D * = {z: |z| > 1} ile gosterilecek.

1.2. Tanim. A c C ve z, € A i¢in D(z,,7) < A olacak sekilde bir r > 0 sayis1 varsa,
Zy noktasina A kiimesinin bir i¢ noktasi, A kiimesinin biitiin i¢ noktalarinin kiimesine A
kiimesinin i¢i denir. Eger A kiimesinin biitiin noktalar1 i¢ nokta ise, A ya a¢ik kiime ve
tiimleyeni acik olan kiimeye de kapali kiime adi verilir. Bir A kiimesini bulunduran
kapali kiimelerin arakesitine A kiimesinin kapanis: denir ve Alile gosterilir. Eger z € C
icin her D(z,r) dairesi ile hem A hem de A nin tiimleyeninin arakesiti bos kiimeden

farkl ise, z noktasina A kiimesinin bir sinir noktas: denir.

1.3. Tamm. Sc C olmak iizere S; =SNA; #0, S, =SNA, #0, S=5,US,
olacak sekilde C de ayrik ve acik A; ve A, kiimeleri bulunamiyorsa S kiimesine

baglantili kiime denir. Aksi halde kiime baglantisiz olarak adlandirilir.
1.4. Tamim. Acik ve baglantili kiimelere bdlge denir.

1.5. Tanmm. [a,b] € R olmak iizere siirekli bir y:[a,b] - C fonksiyonuna C
diizleminde bir egri denir. Bir y egrisi verildiginde y(a) = y(b) ise y egrisine kapali

egri denir.



1.6. Tamim. y: [a, b] = C bir egri ve ty,t, € [a,b] olsun. t; = t, igin y(t;) = y(t,)
oluyorsa y ya basit egri ya da Jordan egrisi denir. Eger y, basit bir egri ve y(a) = y(b)

ise y ya basit kapali egri denir.

1.7. Tanim. A c C olsun. Her z € A igin |zZ|<M <o olacak sekilde M >0 sayisi

varsa A kiimesine sinirlidir denir.

1.8. Tanim. A c C olsun. A kiimesinde alinan her dizinin yakinsak bir alt dizisi varsa A

kiimesine kompakt veya dizisel kompakt denir.

1.9. Teorem. A c C kiimesinin kompakt olmas1 i¢in gerek ve yeter sart kapali ve sinirl
olmasidir (Palka 1991).

1.10. Tamm. A c C, f:A — C bir fonksiyon ve z, € A olsun. Verilen herhangi bir
€ > 0 sayisina karsilik |z — z,| < 6 oldugunda |f(z) — f(z,)| < € olacak bigimde bir
6(&,zy) > 0 sayis1 varsa f ye z, noktasinda siireklidir, denir. Eger f fonksiyonu A

kiimesinin her bir noktasinda siirekli ise f ye A kiimesi iizerinde stireklidir, denir.

1.11. Tammm. Ac C bir bolge olmak iizere f bir fonksiyon ve z, € A olsun. Eger

i 18— f(Z0)
m-———-

Z—Zg 7Z — ZO

limiti varsa, f fonksiyonu z, noktasinda diferensiyellenebilir denir. Bu limit degeri

f'(zp) ile gosterilir ve f'(zy) sayisina f nin z, daki tiirevi denir. Yani f'(z,) degeri,

i 18 — f (o)
im ——

Z—2Zg Z— Zg

veya

Y f(h+20) — f(2)
m
h—0 h



dir. Eger f fonksiyonu z, noktasinda diferensiyellenebilirse,

f'(z0) = fx(20) = —if;(20)
dir.

1.12. Tammm. Bir f karmasik fonksiyonu bir 2z, noktasinin uygun bir
D(z,, §) komsulugundaki biitiin noktalarda diferensiyellenebiliyorsa f, z, da analitiktir,
denir. Eger f fonksiyonu bir A kiimesinin tiim noktalarinda analitik ise f, A {izerinde
analitiktir, denir. Bir f fonksiyonu C nin tiim noktalarinda analitikse, f ye tam

fonksiyon denir.

1.13. Teorem. Eger f fonksiyonu z, merkezli ve R yaricapli bir y ¢gemberinin iginde

analitik ise, bu durumda y egrisinin i¢inde bulunan her z noktasinda

=Y L8 gy (1)
n=0

n

dir. Buna f(z) fonksiyonunun z, noktasindaki Taylor agilim1 adi verilir (Nehari 1952).

1.14. Tammm. f(z) fonksiyonu bir z, noktasinin D*(z,,r) delinmis komsulugunda
analitik ancak z, noktasinda analitik degilse f fonksiyonu i¢in z, noktasina ayrik tekil

nokta ad1 verilir.

1.15. Teorem. Eger z, noktasi f fonksiyonunun ayrik tekil noktas: ise f fonksiyonu

D*(zy,7) delinmis komsulugunda

(09) (o8]

f@= ) a@-2)"= an@-2)"+ ) aG-x)" (12
n=0

n=-—oo n=1



agilmiyla temsil edilir. Buna f(z) fonksiyonunun 2z, noktasinin delinmis

komsulugundaki Laurent agilim1 denir (Nehari 1952).

1.16. Tamm. f(z) fonksiyonu (1.2) ifadesiyle verilsin. Burada eger sonlu sayida a_,,
katsayist sifirdan farkli, diger tim katsayilar sifir ise z, noktasina f(z) fonksiyonunun

kutup noktasi denir.

1.17. Tanmmm. Bir f fonksiyonu, bir D bolgesinde sadece kutup olan aykiri noktalara

sahipse f, D de meromorf bir fonksiyondur denir.

1.18. Teorem. Sinirh bir D bolgesinde analitik ve sinirinda siirekli, sabit olmayan bir f

fonksiyonu maksimum modiiliinii D bolgesinin sinirinda alir (Palka 1991).

Maksimum modiil teoremi 1/ f fonksiyonuna uygulanirsa, minimum modiil teoremi

elde edilir.

1.19. Teorem. Sinirli bir B bolgesinde analitik ve sinirinda stirekli, sabit olmayan ve her
z € B igin f(z) # 0 olan bir f fonksiyonu minimum modiiliinii B bdlgesinin sinirinda

alir (Palka 1991).

Maksimum modiil teoreminin basit fakat onemli bir sonucu f(z)/z fonksiyonuna

maksimum modiil teoremini uygulamakla elde edilen Schwarz Lemmasidir.

1.20. Teorem (Schwarz Lemmasi). f fonksiyonu E birim dairesinde
f(0) =0ve |f(2)| <1 ozelliginde analitik bir fonksiyon olsun. O halde E de |f(2)| <
|z| ve |f'(0)| < 1 dir. Esitlik f(z) = ez fonksiyonu i¢in gegerlidir.

1.21. Teorem. Kompleks diizlemde bulunan her z degerleri i¢in f sinirli bir tam

fonksiyon ise, bu durumda diizlemin tamaminda f (z) sabittir.

1.22. Teorem (Schwarz-Pick Lemmasi). z € E olmak iizere |f(z)| < 1 olacak sekilde

f + E — C analitik fonksiyonu verilsin. Bu durumda her z € E igin;



1-1f(2)I?

@l <=7

dir.

1.23. Tanim. f: A — C siirekli doniistimii verilsin. Eger bir z, € A noktasindan gegen ve
aralarinda « agis1 yapan herhangi iki diizgiin y; ve y, egrilerinin f(y;) ve f(y,) resim
egrileri de w, da aralarinda yon ve biiyiiklik bakimindan a agis1 yapiyorlarsa f
fonksiyonuna z, noktasinda bir konform doéniisiimdiir, denir. Eger her z, € A

noktasinda f konform ise f, A da konformdur denir.

1.24. Teorem. f, bir z, noktasinda analitik ve f'(z,) # 0 ise f, z, da bir konform

doniistimdiir.

1.25. Teorem. D en az iki farkli sinir noktast bulunan basit baglantili bir bolge olsun.
Bu durumda D yi konform olarak birim daire iizerine resmeden bir tek analitik f

fonksiyonu vardir (Nehari 1952).

1.26. Tanim. D, C de bir bolge ve u:D —» C, D de ikinci mertebeden siirekli kismi

tiirevlere sahip bir fonksiyon olsun. Eger her z € D i¢in

Laplace denklemini sagliyorsa u fonksiyonuna D de reel harmonik fonksiyon denir.



2. ANALITIiK YALINKAT FONKSIYONLAR

Geometrik fonksiyonlar teorisinin en O6nemli konularindan biri analitik ve yalinkat
fonksiyonlar teorisidir. Bu bdliimde E birim dairesi lizerinde tanimli yalinkat analitik
fonksiyonlarin smifi ve buna baglh alt siniflar1 olusturularak bu siniflara ait
fonksiyonlarin genel 6zellikleri, katsay1 bagintilari, distorsiyon teoremleri verilecektir.

Bazi alt siiflar1 i¢in ekstrem noktalar elde edilecektir.

Bu boliimde belirtilen kavramlarla ilgili ayrintili bilgilere (Pommerenke 1975, Schober

1975, Duren 1983, Goodman 1983)’den ulasilabilir.

2.1. Yalinkat Fonksiyonlarin Temel Ozellikleri

2.1.1. Tamim. Dc C bir bolge ve z; Ve z, € D olmak tizere f(z,) = f(z,) iken z; = z,

ise f ye D de yalinkat (iinivalent)tir, denir.

Tanimdan da goriilecegi gibi bir f fonksiyonunun yalinkat olmasi, analitik olmasin
gerektirmez. Omegin; f(z) = z+ z~! fonksiyonu orijini bulunduran herhangi bir
bolgede yalinkattir ancak bu fonksiyon z = 0 da basit kutba sahip oldugu i¢in bu
bolgede analitik degildir.

D, karmasik diizlemde en az iki sinir noktas1 bulunan basit baglantili herhangi bir bolge
ve E = {z:|z| < 1} agik birim dairesi olsun. Riemann doniisim teoremine gore D
bolgesi analitik ve yalinkat olarak E iizerine doniistiiriilebilir. Yani bir tek ¢:D — E
analitik donlisimii mevcuttur. Bodylece herhangi g:D — C analitik ve yalinkat
fonksiyonu i¢in f:E - C,f = go ¢~ ! fonksiyonu da analitik ve yalinkat olur. Bu
nedenle galismalar E = {z: |z| < 1} (veya E* = {z:|z| > 1}) de yalinkat fonksiyonlarla

sinirl tutulacaktir.

h, E de analitik ve yalinkat bir fonksiyon olsun. h'(0) # 0 oldugundan



h(z) — h(0
ORECLS

fonksiyonu E de f(0) =0, f'(0) = 1 bagintilarin1 saglayan analitik ve yalinkat bir
fonksiyondur. E de analitik ve yalinkat , f(0) = 0, f'(0) = 1 ile normalize edilmis bir
f fonksiyonu,

f(Z)=Z+a222_|_a3Z3_|_..._|_anZn_|_...=Z+2anzn 2.1
n=2

biciminde bir Taylor a¢ilimina sahiptir. E de (2.1) seklinde bir agilima sahip yalinkat

fonksiyonlarm sinifi S ile gosterilir. Buna gore;
S = {f: f:E - C, analitik ve yalinkat, f(0) = f'(0) — 1 = 0}

dir.

Asagida S siifina ait, ¢ok kullanilan bazi fonksiyon 6rnekleri verilmistir.

i.  f(z) = z 6zdeslik fonksiyonu E yi kendi {izerine resmeder.

i. k(z)= ﬁ =z + 2z% + 323 + --- fonksiyonu Koebe fonksiyonu olarak

z
(1-2)?

adlandirtlir. w = denirse  wz? — (2w + 1)z + w = 0 yazilir. z ye gore ikinci

dereceden bu ifadenin koklerinin varlig
A=1+4w >0, (we€R)
olmasiyla miimkiin olacagindan w < —1/4 olamaz. O halde k(z) doniisimii E yi —oo

dan -1/4 e kadar negatif reel ekseni ¢ikartilmis karmasik diizlem {izerine konform olarak

resmeder.



Sekil 2.1.Koebe fonksiyonu

iii. w=f(z)=2z/(1-2z)fonksiyonu E yi Re{w} > —1/2 yar1 diizlemine birebir

olarak resmeder.

iv. f(2)= %logg fonksiyonu E yi —; < Im(w) < Eyatay seridi iizerine birebir

resmeder.

v. f(2)= Z—%Zz fonksiyonu E vyi bir kardioidin i¢i {izerine birebir olarak

resmeder.

Burada S smifinin elemanlarinin temel doniistimler altinda korunduguna dair bir sonug

verilecektir. Ispat (2.1) bagintis1 ve yalinkatlik tanimi kullanilarak elde edilir.

2.1.2. Teorem. f(z) € S olmak tizere asagidaki fonksiyonlar da bu sinifa aittir.
i g2 =f2)
i. g(z)=ef(ez)
ii. 0<r<1icing(z) =r"1f(rz)
iv. W, ¥(0)=0,¥(0)=1olmak iizere f(E) bolgesi lizerinde analitik ve yalinkat

iseg=Wof
" _ wi@)
V.  f(z) # wolmak iizere g(z) = T
vii g(z) =f(z?)
zZ+a
vii. f € Solmak iizere ve |a| < 1i¢in g(z) = f—(lwz) f@

(1-lal®)f (@)



Ispat. ii. ve iv. in ispat1 verilecektir.
ii. f(z) € S oldugundan

9(2) =e ¥f(ez) = e (P2 + a,e?z? + -+ a,e™0z" + --)
=z+ ay(e)z? + - + a,e' DIz 4 ...
yazilabilir. Buradan g(0) = 0, g'(0) = 1 oldugu goriiliir. f fonksiyonu E de analitik
ve yalinkat oldugundan g fonksiyonu da E de analitik ve yalinkattir. Dolayisiyla

g(2) € S dir.

iv. f(z) € S ve W, f(E) de analitik ve yalinkat oldugundan g = Wo f bileske

fonksiyonu da E de yalinkat ve analitiktir.

g(0) =¥(f(0)) = ¥(0) =0

ve

g' @)=V (f(@)f'(2)=g'0)=¥(f(0)f(0)=%(0) =1

olup g(z) € S elde edilir.

2.2. Birim Diskin Disinda Analitik Yalinkat Olan Fonksiyonlarin Sinifi

2.2.1. Tanmm. E* = {{: 1 < |{| < oo} bolgesinde analitik ve yalinkat olan

9 = (1/0 nZ(— (2.2)



seklindeki fonksiyonlarin smifi X ile sifir degerini alamayan g € X fonksiyonlarinin

sinift X, ile gosterilir.

2.2.2. Teorem. f(z) = z + Yy, an,z™ € S ise bu takdirde;

g = {—a + (a® —az){™* + - (2.3)

1 j—
fas -

fonksiyonu X, sinifina aittir. Tersine g({), (2.3) ile verilmis ise bu takdirde;

1
f(Z) = m = Z— b0Z2 + (boz - bl)Z3 + (Zbobl = bz — b03)Z4 + -

fonksiyonu da S sinifina aittir.
Ispat. || > 1 oldugundan 1/ { € E olup f, 1/ { da analitiktir. O halde

1 1

= = - 2_ _1 cee
f(1/9) %+%+_” {—ay+(a® —az){ +

g =

bulunur.Yani g(¢{) € X dur.

g(¢) = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda f(1/{) = oo olur. Yani f,1/{ da bir
kutba sahiptir. 1/{ € E ve f, E de analitik oldugundan bu miimkiin degildir. O halde
9(Q) # 0, dolasiyla g({) € X, dir.

Burada f(z) nin S smifina ait oldugu gosterilecektir. z € E igin { = z~1 € E* olur.

9(0) = 1/f(2) ve f(2) = 1/g(¢) olur. g(), E*da analitik, yalmkat ve g (3) # 0

oldugundan f(z), E de analitik ve yalinkattir. Ustelik bdlme islemi sonunda

1
f(Z) = @ =Z— bozz + (bOZ - bl)ZS + (2b0b1 - bz - b03)Z4 + -



elde edilir. Yani f(z) € S dir.

2.3. Alan Teoremi

2.3.1. Teorem. f €S ve D, ={z:|z| <r <1} olsun. Bu durumda f(D,) smirh

bolgesinin alani
A, = m|a,|*r®"®

dir.

Ispat.z =x +iy € D, vew = f(z) = u + iv olsun.

Ar=fﬂ dudv=lg|gg:;3‘dxdy

(Dr)

dir. Burada f nin analitikligi géz oniine alinirsa,

(W V)| U Uy Uy —Vx , , o
a(x,y) - |vx vyl = |vx Uy = U U = |f (Z)l
2w T . )
a=[[ir@racay=[" [l (e o doas o
5} o Jo
olur.
f’(peie) =a;+ 2a2pei9 + ...+nanpn—1ei(n—1)9 F o
oldugundan

o

' e®) = £(pe®)F (e = Y n?lanl?p?™2 + ) g et

n=1 k#0



elde edilir. Buradaki ¢, lar a, ve p a baglidir. Boylece,

oo

, , 2 _ ,
plf (e®) = > nlanl? p" + ) pey e

n=1 k+0

ifadesi (2.4) de yerine yazilip terim terime integrallenebilirligi ve k # 0 icin

) 0211: ek9dp = 0 oldugu goz oniine alinirsa,

[oe]
A= nz nla, |*r?"
n=1
bulunur.

2.3.2 Ornek. f(2) =¥ _a,z" fonksiyonu D ={z:r < |z| <R, 0<r<R<1}

de analitik olsun. f(D) nin alani,

[0e]

A= Y nlag (R =12

n=-—oo
dir.
Coziim.
— _ o (u,v) __ (R c2m i~ |2
A= [y dudv = [f,5=dxdy = [ [[7|f'(e™)[ ¢do d¢
ve

o0}

21
'zei’edo = 2 21, |272n-2
| IrGeads =2n ) wlanfe

n=-—o

esitlikleri g6z Oniine alinirsa;



o (°9)

R (271
A=f 2 Y wlay PG =2m ) wlag2o IF
. 2n

n=—oo n=—oo

oo [ee]

2n 2n
=m ) nlayl? (R =)

R“" —r
=2 2 2
T E n*|ay,| o

n=-—oo n=-—oo

olur.

2.3.3. Teorem (Alan Teoremi). f(z) = Ypeobpz™" fonksiyonu E* = {z:|z| > 1} de

analitik ve yalinkat ise

(0e]

Z nlb,|? <1

n=1
dir.

Ispat. f nin almadig1 degerlerinin kiimesi D olsun. |z| = r > 1 ¢emberinin f altindaki
goriintiisii y,- olsun. f yalinkat oldugundan y,, D, © D bdolgesini saran basit kapali bir

egridir. Green teoreminden D, nin alani

1 1 _
A, =— | wdw =— f(2) f'(z)dz
21 - 20 Iz|=r
dir. Buradan
1 o0 L o0
A== <z- + Z b, (z-)-n) (1 _ Z mbmz-m-1> dz
Hjzl=r n=0 m=1

27T (o] (o]
_ %j (re—ie n Z Er—ne—hw) <1 _ Z mbmr—m—le—i(m+1)9>rei9d9
0



2 * =
— lf 7t<,r2 _ Z bmr—m+1e—i(m+1)9 + Zb_nr—nﬂe—i(n—l)@
2 ),

m=1 n=0

— Z Z mb_n bmr—n—me—i(n+m)9> de

=0m=1

2T

1( (2" = .
— E(J. r2d9 _ Z mbmr—m+1f e—L(m+1)9d9
0 — 0
o y o
n Z b T—n+1f e—in=16 g9 _ Z Z mBy, b, r=nm
n=0 o

=0m=1
21
_f e—i(n+m)9d9>
0

elde edilir. {e™°} ortogonal yani

1 21

L pitn-m6 gg — {0. m#*n
2m ), 1, m=n
oldugundan
_1 2 N 2,.-2n 2 N 2..-2n
A, =3 2nre — 2w ) nlby|°r =m|rs— ) nlb,|°r
n=1 n=1

olur.r -» 1% i¢in

A, = n(l _ Z nlbn|2>

n=1

bulunur. 4, = 0 oldugu dikkate alinirsa



o)

Z nlb,|? <1

n=1

elde edilir.

2.3.4. Teorem. f €S ise |a,| <2 dir. Esitlik ancak ve ancak f nin Koebe

fonksiyonunun bir rotasyonu olmasi1 durumunda gecerlidir.

Ispat. f € S olsun. Bu takdirde Teorem 2.1.2 (vi) den dolay1 g(z) =+/f(z%) de §

siifina aittir. Ustelik

1 5 /1 1 0\ &
g(z)=z+§azz +<§a3——a2 )Z + -

dir. Teorem 2.2.2 geregi

h($) =

1
s = /DT b kbt (25)

fonksiyonu X sinifinda bulunur. Teorem 2.3.3 den dolay1
Yo in|by|? = |—ay/2]% + 3|bs|? + 5|bs|? + -+ <1 (2.6)

olur. Buradan |—a,/2]|> < 1 ve |a,| < 2 elde edilir. Eger |a,| = 2 yani a, = 2e'“ ise

(2.6) bagintisinda her n> 2 icin b,, = 0 olur. Bu takdirde (2.5) bagintisi

h(@) =§—(1/2) a7t = § — el

olup

1 1 _ z
h(1/z) z 1—elaz 1—eltz2

g9(z) =



dir.

ZZ

(1 — eia’ZZ)Z

fz) =g(2)?=
oldugundan f(z) = z(l - e"‘)‘z)_2 dir. O halde esitlik ancak ve ancak

F@) = ek(e™7) = o

olmasi durumunda gegerlidir. Bu ise Koebe fonksiyonunun bir rotasyonudur.

2.3.5. Teorem. S sinifinin her fonksiyonunun deger kiimesi {w: |w| < 1/4} dairesini
kapsar. Bu esitsizlik kesin olup esitlik ancak ve ancak f(z) nin Koebe fonksiyonu

olmasi durumunda gegerlidir.

Ispat. Eger bir f € S fonksiyonu w € C degerini almiyorsa

wf (2)

— — 1 2
g(Z)_a)——f(Z)_Z-I_(az +Z>Z + .-

fonksiyonu Teorem 2.1.2 (v) geregi S simifina aittir. f € S ve Teorem 2.3.4 geregi

|(a2 + %)| < 2 oldugundan L<oy |a,| olur. Dolayisiyla buradan |w| = 1/4 elde

lw| ™
edilir. Boylece f nin almadig1 her deger |w| < 1/4 diskinin disinda kalmak zorundadir.
Eger |w| < 1/4 ise |a,| = 2 olmak zorundadir. Bu ise f(z) nin Koebe fonksiyonunun

bir rotasyonu olmas1 durumunda gegerlidir.

2.4. Distorsiyon Teoremleri

Birim diskin i¢inin veya disinin bir yalinkat fonksiyon altindaki resmi, bu bdlgenin
seklinin bir distorsiyonu (burulma) olarak diisiiniilebilir. Bu distorsiyonun miktar1 i¢in
bazi smirlarin elde edilmesine yani donilisiimiin kendisinin ve tiirevlerinin mutlak

degerleri i¢in sinirlar elde edilmesine distorsiyon teoremleri denir.



Asagida Koebe distorsiyon teoremleri olarak bilinen, S sinifina ait bir f fonksiyonunun
z € D, = {z:|z| <7 < 1} olmas1 durumunda |f(z)| ve |f'(z)| i¢in alt ve iist sinrlar

verilecektir.

2.4.1. Teorem. f € S ise her z € D, igin

1—-7r 1+r 27
m—|f(z)|—(1 3 (2.7)
ve
r r -
m_|f(z)| a=n: (2.8)
dir.
Ispat. 0 < |a] < 1 igin
z+a
w(z):f(1+zc?>

fonksiyonu E de yalinkattir. Boylece

w(z) - f(a)
fr@)@—|al?)

g(z) =

fonksiyonu da E de yalinkattir ve g(0) = 0, g'(0) = 1 bagintilar1 saglanir. Dolayisiyla

g € S dir. Eger a,, g(z) nin orijin civarinda Taylor agiliminin ikinci katsayisi ise,

0 = "(0) lf”(a)(l—lalz)_zal
2" f'(@)

dir. |a,| < 2 oldugundan

fr'l@@—lal® __
‘ F@ _2“‘<4



dir. a ile z yer degistirirse,

zf"(z 2|z 4|z
f"(z) 2|z < |z] 2.9)
f'z) 1—|z]*| 7 1—|z|
olur. |z| = r < 1 alinirsa,
Re zf"(z) 2r < zf'"(2) 2r 4r
fl(z2) 1-7r2"|f(z) 1-r?"1-r2
elde edilir. Boylece
2r% — 4r < Re Zf”(z) 2r% + 4r 210
1—172 f(z) 1—172 (210)
bulunur. z = re® alinirsa,
f'@ =e"u, +iv,) vef"(2) = e (uy + ivy,)
oldugundan
Zf”(Z) _ r(urr + ivrr) _ r(urr + ivrr)(ur - ivr)
f'(2) u, + iv, u,? + 1,2
dir. Boylece
zf"(z) r(up +ive,)(u, —iv 0
R f ( ) ( Tr TT)( T T) In(ur + vrz)l/z _ T' ITllf (Z)l

f'(2) up? + vy "or

elde edilir. Bu son ifade (2.9) da yerine yazilir ve r # 0 ile boliiniirse,

2r—4 2r + 4
Inlf'()| =7

1-— rz—a — 72




bulunur. 0 dan r ye integral alindiginda
In(1—r)—-3In(1+7r)< Inlf'@)| <In(1+7r)-3In(1—-7)
veya

1+r
S—
1-7)

A s @l

esitsizligi elde edilir.

(2.8) bagintisini elde etmek icin yukaridaki esitsizligin ikinci kismnin ¢ = te® igin

0 < t < r dogru parcast boyunca { = 0 dan { = z = re' ya integrali alinirsa,

If'@I =

T v "1+t T

bulunur.

Simdi (2.8) in sol tarafindaki esitsizligin dogrulugu gosterilecektir. 0 < r < 1 iken
r(1+7r)"?2<1/4 oldugundan |f(2)| = 1/4 ise esitsizlik saglanir. |f(2)| > 1/4
oldugu kabul edilsin. Teorem 2.3.5 geregi, orijini w = f(z) noktasina birlestiren 4

dogrusu f(E) iginde kalir. Eger y = f~1(y,) ise y; boyunca,

[w]
w| = f ldw| = L(72)
0

ifadesi (2.7) nin sol tarafindaki esitsizlik ve |dz| = [(dr)? + r2(d6)?]Y? = dr

esitsizligi gz Oniine alinirsa, r boyunca



|z] -

o

Flidr) 2 [ s
sz z_0(1+r)3r
olur. (2.11) ve (2.12) birlestirilirse (2.8) in sol tarafindaki esitsizlik elde edilir. (2.8) in
sag tarafindaki esitsizligin dogrulugu da benzer sekilde gosterilir. Esitlik durumu Koebe

fonksiyonu ve onun bir rotasyonu i¢in gegerlidir.

2.4.2. Teorem. Eger f € Sve 0 < r < 1 ise bu takdirde 0 < |z| < r olacak sekildeki
her z i¢in

1+r
|Argf'(2)| < 21n1

dir.

ispat. (2.9) dan

/ zf""(2) - zf'"(2) 2r 4r

‘m f@ |~ F@ 1= " 1-r2
! rVrr — Urtrr 0

ImZ]{,(g) = ru zrz n Zr? = rEArgf’(z)

oldugundan,

4
1—1r2

d
— Y <
|6r argf (Z)| -

elde edilir. |4rgf'(2)| = |[] 5= Argf' (z)dr | esitligi kullanilirsa;

"0
argf" @) = < | [grarar@

"a
J;) gArgf’(z)dr

4 <fr 4dr o 1+r
r= 01—7"2_ nl—r



elde edilir. Ancak bu sonug kesin degildir. Kesin sonu¢ Goluzin (1936) tarafindan elde

edilmistir. Buna gore f € S ise

( ] 1
| 4Arcsinr ,r < ﬁ
Argf ()] < 4 P
T+ In ,—=<r<l1
1—1r2 2

dir.

1918 den beri meshur olan ve Bieberbach tahmini olarak bilinen S smifina ait
fonksiyonlarmm a, katsayilar1 i¢in |a,| < n, n = 2, esitsizliginin gosterilmesi uzun
yillar matematikg¢ileri mesgul etmistir. 1985 yilinda Louis de Branges bu esitsizligin
dogrulugunu kesin olarak gostermistir. Uzun olan bu ispat burada verilmeyecek, sadece

teorem ifade edilecektir.

2.4.3. Teorem. Eger f € Sise |a,| < n, (n = 2) dir. Esitlik ancak ve yalniz Koebe

fonksiyonu ve onun rotasyonlari i¢in gegerlidir (Hayman 1994).

2.5. Reel Kismm Pozitif Fonksiyonlar
2.5.1. Tanmm. z € E i¢in Re(f(z)) > 0 olacak sekilde E de analitik ve

F@ =1+ pua”
n=1

seklinde bir a¢ilima sahip olan fonksiyonlara reel kism1 pozitif fonksiyonlar denir. Bu
fonksiyonlarin olusturdugu sinif P ile gosterilir.

Tanimda da belirtildigi gibi P sinifina ait fonksiyonlarin yalinkat olmasi gerekmez.
Ornegin; n > 0 sayis1 i¢in f(z) = 1 + z", P smifina ait olmasma ragmen n > 2 icin

yalinkat degildir. Koebe fonksiyonunun S sinifinda oynadigi 6nemli rolii P sinifinda



1+2z -
L(z) = =1+ZZZ"
1—2z
n=1

fonksiyonu oynar. Bu fonksiyon, P de olup ayni1 zamanda E de analitik ve yalinkattir. E
yi sag yar1 diizlem i¢ine resmeder. L(z) ile k(z) nin karakterinde bir fark vardir. S
sinifindaki birgok ekstremal problemde Koebe fonksiyonu tek ¢oziimdiir. Buna karsilik
L(z) fonksiyonu, P smifindaki bir f(z) fonksiyonunun p, katsayilarini maksimize
eder. Fakat n > 2 i¢in p,, = 2 olacak sekilde P de sonsuz ¢oklukta fonksiyon vardir. Bu

fonksiyonlarin birinden digerine herhangi bir rotasyonla gegcmek miimkiin degildir.
A1,15, 41 + 1, = 1 olacak sekilde negatif olmayan iki say1 ve f;(2), f>(z) € P olmak

tzere f(z) = A4 f1(2) + A,f5(2) fonksiyonu da P dedir. Bu nedenle P sinifi konvekstir.

Buradan hareketle her kigin 4, > 0 ve }.;-; 4, = 1 olmak iizere

f&) =) ke fu@
k=1

seklinde sonsuz toplama gegilebilir.
Eger f(z) € P ise her bir 6 € R icin f(e ®z) de P dedir. 1, lar yerine dA(6)

yazilarak yukaridaki ifade Riemann Stieltjes integraline doniistiiriilebilir.

2.5.2. Teorem. f(z) € P ise o zaman reel degerli, azalmayan bir A(6) fonksiyonu

j dA(0) = 2m
olacak sekilde vardir ve her z € E i¢in

1 (#1+4ze " 1 (2"
= — _ - —-i6
f@ Zﬂ_];) 1—ze dA®) 27rf0 L(e™*2)d(6)

dir. Tersine f(z) teoremdeki sartlar1 saglayacak sekilde tanimlanir ve A(8) azalmayan
ise f(z) € P dir.



Ispat. (Goodmann 1983)

2.5.3. Teorem. f(z), fi(2), f2(z) € P ise bu takdirde asagida verilen esitliklerdeki
fonksiyonlarda P dedir.

i. g =f(e"%z), a€R

i. gl@= (f(z))t veya g(z) = f(tz),-1<t<1
. g(2) =1/f(2)

iv. g(z)z%[f(zw)—bi] ) =a+bi,y€E

1+zy

V. g(z) = (fl(z))tl(fZ(Z))tz ) 0 < t1, tz, t1 + tz < 1

f(2)+ib
1+ibf(z)

vi. g(z)= , beER

Ispat. Ispat P nin tanimindan kolayca elde edilir.

25.4. Teorem. f(z) €P ve f(z) =1+ Y, _1ppz" ise n = 1,2,... i¢in |p,| < 2 dir.

Bu esitsizlik her bir n i¢in kesindir.
Ispat. f(z) € P oldugundan Teorem 2.5.2 geregi

2) = 1 12”1+ze‘i9dl(0)
I 2m), 1—ze

dir. Buradan

f(z) = % ) i <1 + z e‘inezn> d A(6)

n=1

1 27T had 1 27T .
- —f ZIOESY <—f g~in® dl(@))z“
2m J, T,
n=1
=1+ Z A



elde edilir. Dolayistyla

1 (%"
po=r| e dao)
TJo

dir. Boylece

1 2T
|sz—f dA0) =2
T Jy

bulunur. Esitlik ancak ve ancak

142z =
— r_ n
f(Z)_l—z_1+2 E z
n=1

fonksiyonu i¢in gecerlidir.
2.6. Yalinkat Fonksiyonlarin Bazi1 Alt Simiflar:

Bu kisimda S smifinin alt siniflart olan yildizil ve konveks fonksiyon siniflar

tanitilacak ve bazi temel 6zellikleri verilecektir.

2.6.1. Tammm. Diizlemde bir D kiimesi ve bir wy € D noktast verilmis olsun. Eger w,
noktasini diger her bir w € D noktasina birlestiren dogru pargasi tamamen D iginde

kaliyorsa, D kiimesine w, noktasina gore yildizildir, denir.

Ozel olarak wq = 0 igin D bdlgesi orijine gore yildizildir, ya da, sadece D bolgesi

yildizildir diye tanimlanir.



2.6.2. Tammm. f fonksiyonu E de yalinkat olmak {izere her z € E igin f(z), E bdlgesini
wo=f(zy) noktasia gore yildizil olan bir bolgeye resmediyorsa, f(z) fonksiyonu w,

noktasina gore yildizildir, denir.

wo = 0 alinirsa f(z) fonksiyonu yildizil fonksiyon olarak adlandirilir. Yildizil

fonksiyonlarin kiimesi ST ile gosterilir.

Koebe fonksiyonu , w, > —1/4 olmak tizere w, noktasina gore yildizil fonksiyondur.

2.6.3. Tamm. T; : z(t) = x(t) + iy(t) , t € [a,b] scklinde parametrelendirilmis bir

egri ve x(t) ile y(t) reel degerli fonksiyon olmak tizere;

aZ—ax+'ay¢0te[ b]
at ot tar "

olsun. I'; egrisinin f(z) analitik fonksiyonu altindaki goriintiisii I'y, ve w, € T olsun.

Eger arg(w — wy) her t € [a, b] igin azalmayan bir fonksiyon yani
%arg(a) —wy) =0,t €[a,b]

ise I'y egrisine w, noktasina gore yildizil egridir denir.

Tanim 2.6.3 daki % arg(w — wg) = 0,t € [a, b] esitsizligi ele alinirsa;

%arg(w — W) = % [Imin(w — wy)] =Im [% n(w — wo)]

f'(2)

_ d ] dz] _
—Im[a—z[n(w—wo)]a =Im TOETD

'Z’(t)l



f'(@)
f(@)-wo

elde edilir. Dolayisiyla Im[ -Z’(t)] > 0 olur. Boylece asagidaki lemma ispat

edilmis olur.

2.6.4. Lemma. I';: z= z(t) egrisinin f(z) altindaki goriintiisiiniin w, noktasina gore

yildizil olmasi i¢in gerek ve yeter sart

f'(2)

™ |7 = wq

>0

+z'(8)

olmasidir.
f fonksiyonu w, noktasina gore yildizil ise

Cr:|z| = R egrisi igin z= Re’ ,0 < t < 2m olmak iizere z'(t) = iRe' = iz olup

@ @, [ @
Im D — o z(t)l— Im f(Z)_‘Uol Relf(Z)—wolZO (2.13)

dir. Boylece asagidaki sonug elde edilir.

Sonug. f fonksiyonu w, noktasina gore yildizil fonksiyon ise

zf'(2)

F@—wg

dir.



2.6.5. Teorem. f(z), Er:|z| < R kapal diskinde analitik ve yalinkat bir fonksiyon
olsun. Cr: |z| = R ve her z € Cr i¢in f(2) nin Eryi @ = 0 noktasina gore yildizil bir

bolgeye resmetmesi igin gerek ve yeter sart

zf'(2)
Rel 110) l >0

olmasidir.
Ispat. (2.13) ifadesinde w, = 0 almarak istenilen sonuca ulasilir.

2.6.6. Teorem. f(2) = z + Yue, axz® € ST ise her pozitif n tamsayisi igin |a,| < n

dir. Esitlik f nin Koebe fonksiyonu ve onun rotasyonu olmasi durumunda gerceklesir.

Ispat. f(z) € ST oldugundan 2 @)

€ P dir. Bu nedenle
f(2)

zf'(2)
f(2)

= 1+zbkzk =g(2)
k=1

bi¢iminde yazilabilir. Boylece

zf'(z) = f(2)g9(2)



olup

z+ Z ka,z* = (z + Z akzk> (1 + Z bkz")
k=2 k=1

oo
k=2
esitliginden z" teriminin katsayilar1 yazilirsa;

n-2

na, = a, + z An_x by + by_1 ,n=345,.. (2.14)
k=1

elde edilir. n = 2 i¢in 2a, = a, + b; = a, = by olur. g(z) € P oldugundan her k igin

|b,| < 2 dir. Dolayisiyla |a,| = |b;| < 2 yazilir.

Kabul edelim ki |a,| < k olsun. (2.14) esitliginden;

n-—2 n-2
(1= Danl = | ) ncicbie+ bua| < D lan il bl + bl
k=1 k=1

n-2 n-2
< Z 20y il +2 =2 (1 + ZIan_k|>

k=1 k=1

-1

S

n-2
<21+ (n—k)>=2<1+
(2

olup |a,| < n elde edilir.

k) =nn—-1)

&
Il

2

2.6.7. Teorem. f(z) =z + Y y—ya, z" igin Y 5_,nla,| < 1ise f(z) € ST dir.



Ispat.

NgE

N

flz)=z+

an

S
Il
N

icin Y»_,nla,| <1 olsun. O halde
fl(2)=1+Yr,naz" 1 ise zf'(z) =z+ Yo, na,z"

olup

zf'(2) = f(2)| =

(o] (o]
z+ Z na,z" —z Z a,z"

n=2 n=2

[ee]

(o] [ee]
<) (= Dlagllzl" = ) nlagl 2" = ) jag] 2"
n=2 n=2

n=2

= f (2l

(o]
zZ+ z a,|z|™

n=2

[o9]
<1zl = ) lagllzl" <
n=2

zf'(z) = f(D)| < |f (2]

G 1| < 1 bulunur. Boylece Re{f - } > 0olup f(z) € ST dir.

elde edilir. Yani (2)

2.6.8. Teorem. f(z) € ST ise



r < < T
m_|f(z)|_m

ve

1-—r < I < 1+r
A+7r)3 = @] < (1—1)3

dir.

Ispat. ST c Soldugundan f(z) € ST ise f(z) aynm1 zamanda S siifindadir. O halde
Teorem 2.4.1. deki esitsizlikleri kullanilarak yukaridaki esitsizlikler elde edilmis olur.

Koebe fonksiyonu ayni zamanda yildizil oldugundan buradaki esitsizlikler alt siniflar

icin de gegerlidir.

2.6.9. Tamim. B karmagik diizlemde bir bolge olsun. Farkli herhangi z, w € B noktalar
ve 0 <t<1ligin tz+ (1—t)w dogru pargasi B de kaliyorsa B ye konveks bolge

denir.

f(E) konveks bir bolge ise E de analitik f fonksiyonuna konvekstir denir. S sinifina ait

konveks fonksiyonlarin kiimesi CV ile gosterilir.

L(z) = s fonksiyonu E birim diskini sag yar1 diizleme resmettiginden konvekstir.
1-z

Herhangi bir konveks bdlge her noktasina gore yildizil oldugundan bir konveks



fonksiyon ayn1 zamanda bir y1ldizil fonksiyondur. Ancak tersi dogru degildir.

2.6.10. Tammm. I'; : z(t) = x(t) + iy(t) , t € [a,b] seklinde parametrelendirilmis bir

egri ve x(t) ile y(t) reel degerli fonksiyon olmak {izere;

dz Jdx 0y
Fr at+za—qt0te[a,b]

olsun. I'; egrisinin f(z) analitik fonksiyonu altindaki gortintiisii I'y ve wo, € 'y olsun.

Eger arg(z'(t)f'(t)) ,t € [a, b] igin azalmayan bir fonksiyon yani

d
—[arg(z ()f'(©)] 2 0, ¢ € [a, b]

ise I'y egrisine w, noktasina gore konveks egridir, denir.

Cr:|z| = R egrisi 0 < t < 2m igin z= Re'*olmak iizere z'(t) = iRe' = iz ve z"'(t) =

—Re't = —z ve %[arg(z'(t)f’(t))] >0 ,t € [a, b] esitsizligini ele alinirsa;

0 0 0
[arg(z @®f' )] = —Im[ln(z ®f' ()] = —Im[lnz @) +Inf'(2)]

N PNy R LA OB A (O
=Im alnz(t)+alnf(t)]—l ’(t) +f(t) z'(t)



B '@ ()
—Imll+lzf,(z)l—Rel1+zf,(z)l20

elde edilir. Boylece asagidaki teorem ispat edilmis olur.

2.6.11. Teorem. f € § olmak {iizere f nin konveks olmas1 i¢in gerek ve yeter sart

|z| <1 igin

Re [1 + Zf”(z)] =0

f'(2)
olmasidir.

2.6.12. Teorem(Alexander Teoremi). E, de f(z) # 0 olmak fiizere f(z) nin E, de
konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart F(z) = zf'(z) fonksiyonunun E, de yildizil

olmasidir.
Ispat. F(z2) icin;

zF'(z)
F(z)

f"(2)
I
Z

(2)

dir. Teorem 2.6.11 den



ZF'(2)
F(2)

f € cvise Re {1+ 22} > 0 oldugundan Re {

> :
e } > 0olup F(z) € ST olur

2.6.13 Ornek. f(z) = % =z+).,z" fonksiyonu E yi Rew > —1/2 yan

12_

diizlemine resmettigi i¢in konveks bir fonksiyondur. Buna karsilik

F(z) = zf'(2) :(1——2)2

bicimde elde edilen fonksiyon Koebe fonksiyonu oldugundan yildizil bir fonksiyondur.

2.6.14. Teorem. f(z) =z + Y-, a,z™ € CV ise her bir pozitif n tamsayisi i¢in

la,| <1 dir.

Ispat. f(2) = z + Y., a,z* € CV fonksiyonu igin

[ee]
zf'(z) =z + Z na,z"
n=2

olup zf'(z) yildizildir. Teorem 2.6.6 geregi;

nla,| <nveyala,| <1



bulunur. Esitlik E yi Rew > —1/2 yar1 diizlemine resmeden w = z/(1 — z) fonksiyonu

ve onun rotasyonlari i¢in gegerlidir.

2.6.15. Teorem. f(z)=z+ Ygmoa,z" Ve Yo,n?la,| <1 ise f fonksiyonu

konvekstir.

. (@) . '@
-1 <
Ispat. Re {1 +Zf,(z)} > 0 olmas1 i¢in gerek ve yeter sart |1 +Zf,(z) 1| <1
olmalidir.
f(z)=z+2an z"
n=2

i¢in

"(z o nn—Dayz"?!

Mo N I S G VI
"(2) 1+Y, ,na, zv1

R n(n = DlayllzI"?
B 1- Z%O:z nlan”Zln_l

Ln=2n(n — 1)|a,|
1 - Z??:ananl

1- Z%;ananl _

e =1
1 - anznlanl

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

2.6.16. Teorem.f: E — C normalize edilmis analitik bir fonksiyon olsun. f € CV olmasi

icin gerek ve yeter sart z,{ € E i¢in

ZZf'(z) zZ+(
e {f(z) ~FQ ‘z—z} =0

dir (Duren 1983).



2.7. a —Mertebeli Yildiz1l ve Konveks Fonksiyonlar

Bu kisimda birim diskte normalizasyona sahip yildizil ve konveks fonksiyonlarin iki alt

sinifl tanimlanacak ve bazi 6zellikleri incelenecektir.

2.7.1. Tamm. f: E — C bir analitik fonksiyon ve f(0) =0,f'(0) #0igin0 <a <1

olmak lizere

Re {ZJZS)} = Q, z€eE

ise f ye & —mertebeli yildizil fonksiyon denir. Bu 6zellige sahip fonksiyonlarin sinifi

ST() ile gosterilir.

2.7.2. Tamm. f: E — C bir analitik fonksiyon ve f(0) =0,f'(0) # 0igin0 <a <1

olmak tlzere

>« z€E

— )

o)

Re {1 + )

ise f ye a —mertebeli konveks fonksiyon denir Bu &zellige sahip fonksiyonlarin sinifi

da CV(a) ile gosterilir.

ST(a) ile CV(a) siniflart arasinda Alexander teoremine benzer bir iliski mevcuttur.
2.7.3. Teorem. f € CV(a) i¢in g(z) = zf'(z) olmak iizere g € ST(a) dir.

2.7.4. Teorem. f fonksiyonu birim diskte konveks bir fonksiyon ise f € ST(1/2) dir.

Ispat. f konveks fonksiyon olsun. Bu durumda Teorem 2.6.16 geregi z,{ € E igin



2zf (2) z+(
ke {f(Z) 16 _z—c} =0

dir.Burada ¢ = 0 alinirsa

v
N[ -

2f (2)
Re{ @ }

elde edilir. Bu sonug kesindir.

2.7.5. Teorem. f € CV(a), a € [0,1) ve |z| = r < 1 olmak lizere

1
(1+ r)20-a) <If'()| < (1—r)20-a
dir. Eger a # % ise

(1+r)%e1-1 —(1—-r)2e1

1
S If@l <

20 — 1 20 — 1

dirvea = % ise 0 zaman
log(1+4+7r) <|f(2)| < —log(1—71)
dir. Tiim bu esitsizlikler kesin olup esitlik

1— (1 _Z)Za—l
f@="2a-1  *F1?
—log(1 —2) ,a=1/2

fonksiyonu i¢in saglanir.



zf''(2)

Ispat. Re {1 + e

} >a ve0 < a <1 oldugundan

1 {1 N zf"(2)
a

g(Z)=1_ @) _a}:1+b12+b222+---

fonksiyonu P sinifina aittir. P deki fonksiyonlar igin bilinen sonuglar g fonksiyonuna

uygulanirsa istenilen esitsizlikler elde edilir.



3. KONVOLUSYON iLE TANIMLANAN ANALITIK FONKSiYON SINIFLARI

Bu boliimde konvolusyon operatoriiyle tanimlanan analitik fonksiyonlarin bazi alt
simiflar1 tanmitilacaktir. Siniflara ait katsayr bagintilari, distorsiyon teoremleri, ekstrem
noktalar1 verilecektir. Tanimlanan siniflarin hangi hallerde yildizil ve konveks oldugu

incelenecektir.

3.1. Konvolusyon Operatorii

3.1.1. Tamm. f(z) €S ve g(z) € S fonksiyonlar1 E = {z:|z| < 1} birim diskinde
analitik, yalinkat ve

ve

bi¢iminde verilmis olsun. f(z) ve g(z) i¢in Konvolusyon veya Hadamard Carpim

F@)x 9@ = (F 9@ =2+ ) apbys"

seklinde tanimlanir.



Konvolusyon Operatoriiniin bazi 6zellikleri sunlardir.

f ve g fonksiyonlar1 yukarida verilen sekilde ve

h(z)=z+nchnzn

olmak iizere
)fxg=g*f
i) f«(g*xh)=(f*g)*h
i) fx(g+h)=F*g)+ ()
iv) a € R igin

a(f xg) = (af) xg = f * (ag)
Vo (frg)=Lrg=fr2

dir.
3.2. S(b,Y,n,y) ve ST(®,V,n,7) Smiflar

3.2.1. Tanmm. f(z) € S fonksiyonu S(®,%,n,y) smifina ait olmasi i¢in gerek ve yeter
sart her 0<n<I , 0<y<l1 i¢in

Ref (/)@

(1—n)(f*'lf)(z)+n(f*¢)(z)}ZV,ZEE (3.1)

olmasidir. Burada



P(z)=z+ Z Anz"
n=2

ve

Y(z)=z+ Z UnZ™
n=2

seklinde tanimlanmis fonksiyonlar da birim diskte analitiktir.

3.2.2. Tanim. ST(®,¥,n,y) sinifi,

f(z)=z— Z a,z", a, =0 (3.2)

fonksiyonlarinin olusturdugu S’nin alt sinifi olan T i¢in

ST(®,¥,n,y) = S(D,¥,n,y) N T (3.3)
seklinde tanimlanir.

3.2.3. Teorem. f € S fonksiyonu



D = (n + 10 = )] 2] < 1= 7 (34

n=2

sartin1 sagliyor ise f € S(®, ¥, n,y) dir.

Ispat. (3.4) esitsizliginin saglandigini kabul edelim ve |z| = 1 olsun. Bu takdirde

(f + D)) ) 1| e
A= *¥)(2) +n(f *D)(2) z + Xniolttn + 1(An — unlanz™
g Y=z Anlanl|z|™ = Xoo[un + 1Ay — pnllanllz|"
N 1- Z;?:Z[.un +n(Ad, — .un)] |an||Z|n_1

dir ve z— 1 olursa

2;?:2 Anlanl - 2;‘::2[#” + (A, — .un)]lanl
1- Z?{):z[:un + n(’ln - .un)] |an|

elde edilir. Yukaridaki ifade (3.4) geregi 1-y ile sinirhidir. Yani

ZZ):ZAnlanl - Z?f:z[un + Tl(/ln - ,un]lanl
1- Z?L()=2[/'Ln + n(/ln - .un)] |an|

<l-y

dir. Bu



(f *9)(@) L,
- =)@+ * )@

fonksiyonunun w = 1 merkezli, 1-y yarigcapli ¢cember i¢inde kaldigin1 gosterir ve ispat

tamamlanmis olur.

3.2.4. Teorem. f, (3.2) formunda tanimlanmis olsun. f € ST(®,¥,n,¥y) olmasi i¢in
gerek ve yeter sart

Z[An ™ (.un + n(/ln 7 ,Un)))/] n = 1- Y (3-5)

n=2

olmasidir. Esitlik

1—-y o
An - (:un + n(ln - .un)))/] ,

f(Z)=z—[ n=2 (3.6)

fonksiyonu i¢in saglanir.

Ispat. Teorem 3.2.3° e gore sadece gereklilik kismi ispatlanmalidir. Eger f €
ST(®,¥,n,y) ise

Re { (f*®)(2) }_ { 2=3%, Ananz™

Z‘Z%’:z [un+n(An—tnlanz™

>
A-m(F*P)(2)+n(f+P)(2) } 2Yy,z€E



(F*2)(2)
A-m(F*P)2)+n(f+®)(2)

dir. Boylece z degerleri reel eksende segilirse fonksiyonu reel

olur ve yukaridaki esitsizligin paydasi diizenlenip z — 1~ alinirsa

1- Z A-nanlzln_1 = Y {1 - Z[/’Ln + n(ln - .un)]anlzln_l
n=2

n=2
bulunur. Bu ise (3.5) esitsizligini verir.
3.2.5. Sonug. (3.2) formundaki f(z) fonksiyonlar1 ST(®,¥,n,y) smifindaysa

ap, < 1y
"7 = (e 1 n — 1))y]

n>2 (3.7)

elde edilir. Esitlik sadece (3.6) formundaki f(z) fonksiyonlari i¢in saglanir.

3.2.6. Teorem. (3.3) formunda tanimlanan f(z) fonksiyonu ST(®,%,5,y) sinifina ait
olsun. Bu takdirde

|z| < rigin {4, — (un + n(A, — Un) }n=, azalmayan bir dizi ise

1-vy
Ay — (llz +n(4; — l«lz))y

1—vy 5
r
Ay — (#2 +n(4; — .Uz)))/

r— r’<|f@|<r+

(3.8)



An—(Un+n(An—un)
n

[00]
vez €EE igin{ } azalmayan dizi ise
n=2

2(1-y) 2(1-vy)

1- <|f' <
Ay — (ﬂz +n(4; — ﬂz)))’r r@lsr+ Ay — (.Uz +n(4; — .Uz)))/r

3.9

dir.

Ispat. Teorem 3.2.4 e geregi

Do = (2 + 102 = 1)) D an < ) Plo = (1n + 10 =) ]an < 1=y (3.10)

n=2 n=2

ve hatta

Ay — (#2 +n(4; — llz)))’ c -
na, < [An - (p—n + nO\n - un))]an <1l-v (3'11)

yazilir. (3.3) kullanilarak (3.10) ve (3.11) esitsizliklerinden

o] o

lf(2)| = |z] —Zanlzln Zr—rzzan >r—

n=2 n=2

1—-y )
r< (3.12)
Ay — (Hz +n(4; — Hz))V




elde edilir. Benzer sekilde,

o

[ee] 1_
If(Z)IS|Z|+Zan|2|nSr+r22anSr+ Y r?
- Ay — (.Uz +n(4; — .Uz)))/

n=2
bulunur. Ustelik;

o] [o9]

If'(2)|=1- ) naylzI*t=1-7r ) na,=>1-
n

n=2 n=2

2(1-vy) .
Ay — (Hz +n(4; — .Uz)))/

ve

(0]

Y 2(1 -
|f'(Z)|Sl+znanI2I"‘131+rznan51+ a-v .
Ay = (:“2 +n(A; — Mz))}’

n=2 n=2

elde edilir.

3.2.7.Teorem.

fi(z) =z

1—-vy o
7\n - (Hn + nO\n - un))Y] ’

fo(2) =2z — [ n=>2 (3.13)



0<y<1,n=0olsun.

f (z) fonksiyonunun ST(®,¥,n,y) sinifina ait olmasi i¢in gerek ve yeter sart f(z) nin

F&) =) 0ufu () (3.14)

formunda yazilabilmesidir. Burada

Un = 0 ve

2,0 =

n=1
dir.

Ispat. f(z) fonksiyonlarmin (3.14) formunda yazilabildigini kabul edelim. Bu takdirde

oo 1 —y
=z — 91’1 "
f(z) =z ; A = (n + 1O — 1))y ‘

dir. Buradan

co

z [An —(un+n(7\ un))v]ane 1-y

4 " [)\n - (un + nO\n - un))Y]an

IA
—_

:Zenz

n=2



olur ve boylece f € ST(®, ¥, n,y) dir.

Tersine f € ST(®, ¥, n,y) oldugunu kabul edelim. (3.14) kullanilarak

[)\n - (lJ-n + n()\n - Un))Y]an

O, = 1—y ,n =2
ve
6, =1— z 6,
n=2
alinarak
f@ =) 0ufu (@
n=1
yazilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.
3.2.8. Teorem.
fj(z) =z — Z an;z" ,a,;=20,j=12,..,m,z€E (3.15)
n=2

seklinde tamimlanan f;(z) fonksiyonlar1 her bir j=1,2,...m igin ST(®,¥,n,¥;)

sinifinda olsun. Bu takdirde



o) m

h(z) = Z—%Z Za"‘j z"

n=2 \ j=1

seklindeki h(z) fonksiyonu y =min;cjn{y;},0<y; <1 icin ST(®,¥,n,¥)

smifindadir.

Ispat. (3.15) ile verilen fj(z) EST(®,¥,1n,v),(J =1,2,..,m) fonksiyonu i¢in h(z)

fonksiyonuna Teorem 3.2.4 uygulanilirsa

i[/’ln = (ttn + 1Ay — un))vl %i An,j

n=2 j=1
1
=Ez<z /1 —(.Un+77(/1 —,lln))]/ an]) Z(l V]
j=1 \n=2
<l-y

elde edilir. Boylece Teorem 3.2.4 geregi h(z) € ST(®,¥,n,y) dir ve bu ispati

tamamlar.

3.2.9. Teorem. ST(®,¥,n,y) sinifi konvekstir.

Ispat. (3.15) de verilen fonksiyonlar ST(®, ¥, n,y) smifinda iken



h(z) =vfi(2)+ (1 -v)f,(2),0<sv<1,

seklinde tanimlanan h(z) fonksiyonlarinin ST(®,¥,n,y) smnifina ait oldugunu
gostermek yeterlidir. O halde Teorem 3.2.4

oo

h(z) =z— Z[vam + (1 —v)ay,| 2"

n=2

fonksiyonuna uygulanirsa

D D= G+ 171G = 1)V I03 + D [ = (o + 10 = 12))¥](1 = 9)an

n=2 n=2

<vl-y)+A-v)A-y)<1-y

elde edilir ve boylece h(z) € ST(®,¥,n,y) olur. Dolayisiyla ST(®,¥,n,y) sinifi

konvekstir.
3.3.TS,(a) ve TS;Z () Siiflan

3.3.1. Tanim.

N

[N

f(z)=2z— ) a,z" (3.16)

S
I
N



seklindeki negatif katsayili analitik fonksiyonlarin siifi T ile gosterilsin. T nin alt sinifi
olan a-yildizil fonksiyonlarin T*(a) = T N $*(a) smufi (Silverman, 1975) tarafindan

calisilmsgtir.

(3.16) formundaki fonksiyonlarin

—-1<a<1

Re {Zf '(2) a} -

) |7F@ 1‘
f@ 9= '

f2)

bagmtisini saglayanlarimin olusturdugu alt siuf TS,(a) ile gosterilsin. Asagidaki

teorem (Subramanian ve ark. 1998) tarafindan ispatlanmstir.

3.3.2. Teorem.

f(z)=z- i a,z"
n=2

seklindeki fonksiyonlarin TS, (a) sinifina ait olmasi igin gerek ve yeter sart

Z[Zn—(a+1)]an31—a

n=2

olmasidir.



z(D*f(2))’

Re= i

>a,z€E, A1>-1, a<1

esitsizligini saglayan f(z) € T fonksiyonlarinin simifi T () ile gosterilir.

Buradaki D*f Ruscheweyh Tiirev operatorii (St. Ruscheweyh 1975) f fonksiyonu igin

Z
D*f(2) = f(2) A=t

seklinde tanimlanir. f * g analitik fonksiyonlarin Hadamard Carpimi olmak iizere

T;(a) smifi

(@ .
Tl(“)‘{f ST R 0@ >“'9(Z)‘(1—z>“1}'

biciminde tanimlanir (Ahuja 1992).

3.3.3. Tamm. E = {z: |z| < 1} birim diskinde tanimlanan belirli bir

9(2) =z+anzn, b, >0
n=2

analitik fonksiyonu i¢in

2(f * 9)'(2)
Re{ 9@ >“}Z

2(f+9)' @) 1‘
F9@ |’



esitsizligini saglayan (3.16) formundaki f fonksiyonlarinin olusturdugu sinif T!S"l[qJ ()

olarak tanimlanir.

3.3.4. Teorem.

f(z)=z- i a,z"
n=2

seklinde tanimlanmis fonksiyonlarin ng () smifina ait olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Z[Zn—(a+1)]anbns 1-a

n=2

olmasidir.

Ispat. ng (a) ve TSp(a) siiflarinn tanimlar1 ve Teorem 3.3.2 kullanilarak
fETSy(@) = (f+g) €TSp(a) & Xil2n—(a+ Dl]ah, <1-«a
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

3.3.5.S0nuge. —1<a<1veg(z) = sz fonksiyonu igin TS (a)=TSp(a) olur.



. 1- o
3.3.6. Teorem. f € ng(a) Ise a, < m dir. Esitlik yalnizca

1-a n

fn(2) :Z_[

2n—(a+1)]b, z

formundaki fonksiyonlar i¢in saglanir.

Ispat. f € TSg () ise Teorem 3.3.4 geregi

(o]

[2n — (a + 1)]a, b, < 2[211 —(a+D]ah,<1—-«a

n=2

1-a

olur. Buradan a,, < o elde edilir.

—(a+1)]by

Buradaki esitlik

1-a

fn(z) :Z_[

- - _,n 9
2n—(a+1)]b, z" € TSp (a)
fonksiyonu i¢in saglanir.

3.3.7. Teorem. f € TS (a) ise

l1-a 2 < _ 1—a 2
r_min{[Zn—(a+1)]bn}T <lf@lsr+

min{[2n — (a + 1)]bn}r



dir.

1-«a

Burada |z| =7 <1 dir ve f(z) =z— min{[2n—(a+1)]bn}

z™ fonksiyonu igin sonug

kesindir.

Ispat. |z| = r < 1 olsun.

f(z) = Z—ianz"

fonksiyonu i¢in

[00]

If (2)| < |z| +Z|an||2|” = r+Z|an|r” < T+Zanr2 = r+r22an (3.17)
n=2 n=2 n=2

n=2

olur. Dolayisiyla

min{[2n — (a + 1)]b,} < [2n — (a + 1)]b,, oldugundan ve Teorem 3.3.4 ten

min{[2n — (a + 1)]bn}z a, < Z[Zn —(a+Dlah, <1—«a

n=2 n=2

elde edilir.



Boylece

l1-a )
r
min{[2n — (a + 1)]b,}

If() <r+

oldugu goriiliir. Benzer sekilde

1—«a

O =T — =@+ Db

oldugu gosterilebilir.

3.3.8. Tanim.

ve

fo(z) = Z—anzn ,bp, >0
n=2

olsun. f; ve f, i¢in Quasi Hadamard Carpimi

o

(i f) = @5 o) =2= ) anbys"

n=2

seklinde tanimlanir.



3.3.9. Teorem. f € TS’;1 (), g € TS';Z(B) olsun. Bu takdirde z € E igin

ki(Z)=Z+ZbinZn, bin>01i=1'2
n=2

h(z)=z+2hnzn R, >0
n=2

f(z)=z—2fnzn, fn>0
n=2

g(z)=z—Zgnz”, gn>0
n=2
ise bypbyy > (2n — 1)h,, igin
(fx9) ETSH(y),  y=minG(n)

dir. Burada

[2n — (a + D][2n = (B + D]binbsy — (2n — Dh,(1 - a)(1 = B)

G(n) = [2n — (@ + D][2n — (B + D]binbrn — hn(1 — a)(1 = B)

dir.



Ispat. f € TS’I;1 (a) ise

(0]

Z 2n— @+ D] (3.18)

l1—«a

n=2

yazilabilir. Ayrica g € TS;;Z (B) ise

o

z 2n—(l>’+1)]

Gnbzn =1 (3.19)

n=2
olur.

frg=2-) figns" €TSE®)
n=2

oldugunu gostermek icin

2n—(y+1)
4

fngnhn <1 (3.20)

D

oldugu gosterilmelidir.

O halde (3.18) ve (3.19) kullanilirsa



1/2
fngnblannl

N5

l[Zn —(a+D]2n—- (B +1)]

Z, -0 -p)
o0 o) 1/2
2n—(a+1) 2n—(ﬁ’+1)
(S s (Bt e
<1 (3.21)

elde edilir. (3.20) ifadesini ispatlamak i¢in

[2n — (y + D] [2n — (a + D][2n— (8 + 1] 1z
1 _x V fTLgTL n S (1 _ a)(]. _ ﬁ) fngnblann
oldugunu ya da bu ifadeye denk olan
1—y [2n — (a + D][2n — (B + 1] 1/2

e P ) I I R ey B I
esitsizliginin dogru oldugunu gostermek yeterlidir.
(3.21) den

1-a)(1-p)

Vinn = J Zn— (a+ Dl(zn — (B + Dlbubzn e

yazilir. (3.22) ve (3.23) e gore



(1-a)(1-p)
[2n — (a + DI[2n = (B + D]binb2n

3 1—y 2n—(@+Dl2n-B+1], 12
" [2n— (v + Dlh, 1-a)1-8 e
2n—(y+1)
<:> —_—
1-y
1 [[2n—(a+ 1D)][2n— (B + 1)]
Sh_nj A-wa-p o
o [2n — (a+ 1)][2n — (B + 1)] M
1-a1-8) " 4
®2n—(y+1) <i[2n—(a+1)][2n—(ﬁ+1)]b b
1-y " h (1-a)(1-5) e
o2n—-F+1)<B(1-y) (3.24)
oldugunu ispatlamak yeterlidir. Burada
_i[Zn—(a+1)][2n—(ﬁ+1)]b b
hn (1-a)(1-5) e
dir. Bu takdirde
B >2n—1 > 1 ve (3.24) ifadesi
B-@n-1) (3.25)



1_2n—1

B
(3.26)

=

2n—Dh,Q1-a)1 - p)

1—
_ [2n — (a + D][2n — (B + D]binbsy
1 ha(1-a)(1-p) =G (3.27)

[2n — (a + D][2n = (B + D]binb2n

ifadesine denktir. Bu ispat1 tamamlar.

3.3.10. Teorem.

o)

A@=2=) ™ fo(D) =2 ) e ve fy2) =z ) (G +c})z"
n=2

n=2 n=2

seklinde olsun.
f1(2), f>(2) € TSy(a) ise f3(z) € TSy'(B) dir. Burada

2n—(a+1D]*-22n—- 11 - a)?
2n—(a+1)]?—2(1 —a)?

B = mrzn
ve
91@)=@*g)(2)=z+ Z b2zm
n=2

dir.



Ispat. f,(z) € TSy (a) oldugundan

- 2n—(a+1

1—«a
n=2

dir ve boylece

= 2n—(a+ 1)
Z( - )anb,%s1

n=2

olur. Ayrica f,(z) € TS;'Z () oldugundan

= 2n—(a+1)
P UL

n=2

dir ve boylece

Z( n—(a+1)) 2p2 < 1
l—a

n=2

olur. (3.28) ve (3.29) esitsizliklerinden

(3.28)

(3.29)



elde edilir. Teorem 3.3.4 geregi

Z <2n_ (B + )> (@ + b2 <1

n=2

oldugu gosterilmelidir.

2n—(,8+1)<1 2n—(a+1) 2
1-p ‘5< )

ise son esitsizlik saglanir. Buradan

[2n— (a+ 1D]? —22n — 1)(1 — a)?

p= 2n — (a+1)]? = 2(1 — a)?

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

__ e
[2n—(a+1)]b,

3.3.11. Teorem. fi(2) = z, f,,(z) = z

fE€ T.S'g (ar) olmasi igin gerek ve yeter sart £ fonksiyonunun

z",n=23 ..

olsun. Bu takdirde



F&) =) tnfal@ (3:30)

formunda yazilabilmesidir. Burada u, > 0 ve }7_; u, = 1 dir.
TSg (a) smifinin ekstrem noktalar f;(z) = z ve

1—-«a

[2n — (a + 1)]b,

z",n=23..

fn(2) =z —

fonksiyonlaridir.

Ispat. f fonksiyonu (3.30) daki gibi ifade edilsin. Bu demektir ki

(o]

) 1— i 0
FO =Y i) = 5y =

n=2 n=2

yazilabilir. Bdylece f € TS} (a) oldugundan

< 2n—(a+1)
Z 1—«a Z,un—l w <1

n=2



olur.

Diger taraftan f € TS} () ise Teorem 3.3.4 ¢ gore

l-a
[2n — (a + 1)]b,

a, <

yazilabilir. Buradan

[y = W ve u; =1 — Y7, u, olarak segilir. Bu takdirde
< C (-au,
— ., n_ ., _ n
f(2) =z 2“"2 z Z[Zn—(a+1)]bnz
n=2 n=2
=Zz—- Z iy [z _fn(Z)]
n=2
= <1 — z Mn>Z + Z tn fu(2) = Z tn fn(2)
n=2 n=2 n=1
elde edilir.

34.8,(f,g;a,p) ve TS, (f, g; a B) Smiflar

3.4.1. Tanmim.

f(z)=z+2akzk, a, =0
k=2

(3.31)



formundaki f fonksiyonlar1

zf'(2)
f(2)

Re {Z;;S) - a} > B

—1‘,26E,—1Sa<1,ﬁ20 (3.32)

sartin1 sagliyor ise f fonksiyonu dizgiin f-yildizil fonksiyonlarin S, (e, ) sinifina

aittir denir.

f fonksiyonu, (3.31) formunda olsun.

Re{l+%—a}>ﬁ‘%—l‘,zeE,—lSa<1,ﬁ20 (3.33)

sartin1  sagliyorsa f fonksiyonu diizgiin f -konveks fonksiyonlarin UCV(«, f)

sinifindadir denir.

(3.32) ve (3.33) ifadelerinden
f(2) eUCV(a,B) & zf'(2) € Sy(a, B) (3.34)

oldugu soylenir.



g(z)=z+2bkzk, b, =0
k=2

seklindeki f ve g fonksiyonlari

Re{ z(fx9) @ +yz’(f+9)"(@ a}
A= *g)(@) +yz(f *g)(2)

! + 2 "
> B z(f*9)' (@ +yz=(f *g) (?) _1| (335)
A= *9)@ +yz(f *9)'(2)
-1<a<1,0<y<1lvef =0
sartlarim saghiyor ise f fonksiyonu S, (f, g; a, B) smifina aittir denir.
f(z2)=z— Z apz®,  ap =0 (3.36)

k=2

seklinde tanimlanmis E' de analitik ve yalinkat fonksiyonlarin sinifinin, $ nin alt sinifi

olan T oldugu biliniyor.

Aynica TS, (f, g; a, B) sinifi

TS, (f.g;a.B)=S,(f.g;a,B)NT (3.37)



seklinde tanimlanir.

Bu smiflar (Goodman 1991) ve (Ronning 1992,1993) tarafindan tanimlanmis ve
calisilmigtir.

Degiskenlerin 6zel halleri incelenirse, daha 6nce calisilan siniflar elde edilir:
i.TSo (f,=;a,1) = 5,T(a) ve

Z

TS, (f,m; ,1) =TSy (f,.==;a,1) = UCT(a), (-1 < @ < 1) (Bharati 1997)

i. 751 (f,==;0,) = UCT(B), (B = 0) (Subramanian 1995)

iii. TSo(f,z+ X, k™z%;a0,8) =TS(m,a,B),(—1<a<1,=0n€EN,=NU
{0}, N = {1,2,...}) (Rosy ve Murugusundaramoorthy 2004)

iv. TSo(f,z+Xv,[1+ Ak —1]"2%;a,8) =TS;(n,a,B),(-1<a<1, =0,
A= 0,n € Ny) (Aouf ve Mostafa 2008)

3.4.2. Teorem. (3.31) formundaki f fonksiyonlari

D k(L +B) = @@+ DI+ vk = Dllalbe <1-a (3:38)

k=2

—1<a<1p=0,0<y < 1sartlarim1 saghyor ise TS, (f, g; @, B) smifina aittir.

Ispat. (3.31) formundaki f fonksiyonunun TS, (f,g;a B) sinfina ait oldugunu

gostermek icin



2fr9)@D+y2(fx9)" (@)
A= *g)@ +yz(f *g9)(2)

(' @Dy @ ).

Re{(l DT 9@ +yz(f * 9 @) 1} sl-a

B

oldugunu gostermek yeterlidir.

z(fx9) @ +yz’(f+9)"(@
A= *g)@ +yz(f *g9)(2)
B Re{ z(f+9)@+yz’(f*9)" (@) 1}
A= *g9)@) tyz(f =g9)(2)

B

z(fx9) @ +yz’(fxg)" (@)

1= *g9)@) +yz(f *g)'(2)
(14 B) Xp=2(k — D)[1 + y(k — D]|ax| by

- 1 =Yl +y (e — Dllag|by

S(1+,8)‘( 1‘

dir.

Dk +B) = @+ PIL+y e~ Dllaglb, <1-a

k=2
ise yukaridaki son ifade (1 — «) ile sinirhidir. Boylece ispat tamamlanir.

3.4.3. Teorem. (3.36) formunda tanimlanmis f fonksiyonlarmin TS, (f,g;a, B)

sinifinda olmasi i¢in gerek ve yeter sart



Z[k(l +B) = (a+ B[ +yk - Dagh <1—a (3.39)

[e/0)
k=2
olmasidir.

Ispat. Teorem 3.4.2 ye gore sadece gerek sart ispatlanmalidir. Eger f € TS,(f.g;a, B)

ve z € Rise

1 - Y k[l +y(k — D]agbez*? _azp Yiea(k — D1+ y(k — Dlagbpz*?
1 =Yl +y(k — D]agbezk1 N 1= Y2, +y(k — 1)]agbyz1

dir. Reel eksen boyunca z — 1~ alinirsa istenilen

D k(L +B) = (@+ ML +yle — Dlagh, <1-a

k=2
esitsizligi elde edilir.
3.4.4. Sonug. (3.36) formunda tanmimlanan f fonksiyonu TS, (f, g; a, B) sinifina ait

olsun. Bu takdirde

l1-«a
“ERATH - @t PTG Dl G40




dir.
Bu sonug
l1—«a

= 7 — k
e VB R )[Rz )

seklindeki fonksiyon i¢in kesindir.

3.4.5. Teorem. (3.36) formunda verilen f(z) fonksiyonu TS, (f, g; @, B) sifinda

olsun. Bu takdirde |z| = r < 1 igin

l1—«a )
|f(2)] 2r_(2—a+,8)(1+y)b2r (3.42)
ve
f@)l <7+ L« 2 (3.43)

2—a+p)A+1)b;

b, = b, (k = 2) iken saglanir.

(3.42) ve (3.43) daki esitlikler z = 7,z = re!@**D7 (k € 7) noktalarinda

1—«a

f(Z):Z_(Z—a+ﬁ)(1+y)bzzz (3.44)

fonksiyonu i¢in elde edilir.

Ispat. k > 2 i¢in



2—a+p)A+y)b, < [k(1+ ) —(a+AIL+yk—1)]b

oldugundan Teorem 3.4.3 kullanilarak

o)

@-a+pHUA+Pb, )

k=2

< Z[k(l +8) = (a+ Rl +yk - Dlagh, <1—a (3.45)
k=2

elde edilir. Buradan

co

l1—«a
kZZ“" =@-at Ptk (549)
bulunur.
(3.36) ve (3.46) dan
- l1—a
If(z)lZr—rzkz;akZr—(z_a_l_ﬁ)(l_l_y)bzrz (3.47)
ve
= l1—a
If(z)lSr+r2kz=;akSr+(2_a+ﬁ)(1+y)b2r2 (3.48)
elde edilir.

3.4.6. Teorem. (3.36) formunda verilen f(z) fonksiyonu TS, (f, g; @, B) sinifinda

olsun. Bu takdirde |z| = r < 1 i¢in



2(1 —a)
2—a+p)A+71b,

If'@=1- (3.49)

ve

2(1 —a)
2—a+p)A+71b,

If'(@Dl <1+ (3.50)

by = b, (k = 2) iken saglanir. (3.44) de verilen f(z) fonksiyonu i¢in sonug kesindir.

Ispat. Teorem 3.4.3 ve (3.46) dan

i kay < 2(1 ~a) 3.51)
£, = G=a+ Ha+nn,

oldugu biliniyor. Ispatin kalan kismi Teorem 3.4.5’in ispat1 ile benzer oldugu icin

ayrintilar1 burada verilmeyecektir.

3.4.7. Teorem. u, = 0,v = 1,2, ..., ve X', _, u,, < 1 olsun.

co

E,(z) =z— Z arvz® (ag, = 0v=12,..,1) (3.52)
k=2

seklinde tanimlanmus F,(z) fonksiyonu her v = 1,2, ..., 1 i¢in TS, (f, g; &, B) smifina

ait ise



o l
f@=2-) ( uvak,v> 7"

k=2 \v=

bigimindeki f(z) fonksiyonu TS, (f, g; a, B) simifina aittir.

Ispat. F,(z) € TS, (f, g; &, B) olsun. Teorem 3.4.3’ten her v = 1,2, ..., L igin

Z[k(l +8)— (a+ L+ vk — Dlagpbe <1 -« (3.53)

1)
k=2

olur. Buradan

l
D Ik(+ B) = (@ + B +y (ke = D] (Z uvak,v> by

1)
k=2

l I9)

=D hw (Z [k(1+ ) = (a+ B[1+y(k - 1>]ak,,,bk)
v=1 k=2

l

S(l—a)ZuUSI—a
v=1

elde edilir. Teorem 3.4.3 ‘e gore f(z) fonksiyonu TS, (f, g; a, B) smifina aittir.

3.4.7. Sonug¢. Konveks lineer kombinasyonu altinda TS, (f, g; a, B) smfi kapalidir.



3.4.8. Teorem.

fi(z) =z

ve

1—«a

fk(z) =Z- [k(l _|_’B) — (a -|—’B)][1 +]/(k - 1)]

z8 (k > 2) (3.54)
by,

—-1<a<1,0<y<1vep =0olsun.

f(z) fonksiyonlar1

f(z) = Z.ukfk(z) , U =0 ve Zl«lk > L (3.55)
k=1

k=1

seklinde yazilabiliyorsa f(z) € TS, (f, g; a, B) olur. Tersine f(z) € TS, (f, g; a, B) ise
f (z) fonksiyonu (3.55) seklinde yazilir.

Ispat. Kabul edelim ki

[k(1+B) = (a+ I +y(k - D]b

k=2

[ee] [e'e) 1 _
f(z) = Z tfi(z) =z — Z - k.Uka (3.56)
k=1

seklinde olsun. Buradan

i [k(1+B) — (a + B[+ y(k — Dby

l1—«a
k=2

1—-«
k(1 +B) — (@ + P + vk — DIb ™

T

k=2



olur. Yani Teorem 3.4.3’e gore f(z) € TS, (f, g; a, B) dur.

Tersine kabul edelim ki (3.36) formundaki f (z) fonksiyonlar1 TS, (f, g; a, B) siifinda

olsun. Buradan

1—-«a
ak<

[k +B) - (a+ Pl +yk—1)]

by (k=2)

yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

[k(1+B) — (a + BI[1 +y(k — D]ayby
l1—a

U =

ve

olur ve (3.55) formundaki f(z) fonksiyonu elde edilir.

3.4.9. Sonu¢. TS, (f, g; @, B) smifinin ekstrem noktalar

fi(z) =z
ve

l1—«a

@) = 2 - T — @t P+ y k= D]

fonksiyonlaridir.

k >
bkz (k=2

(3.58)

(3.59)

(3.60)
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