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OZET

Bu tezde; sekil kavrami tanimlanmig ve sekil analizinde procrustes analizi, ana bilesenler
analizi ve Ozellikle ince levha yontemi ele alinmustir.

Bir nesnenin seklinin tanimlanmasi procrustes analizi ile gergeklesirken seklin
degiskenliginin yorumu ana bilesenler analizi ile elde edilmektedir. Bir sekilden diger bir sekle
doniisiimler genis olcekli ve kiigiik olgekli deformasyonlart igerir. Ince levha yontemi sekil
deformasyonunun ayrigimini vererek sekil degisikliginin yorumlanmasini saglar.

Y ontemin bir uygulamasi olarak, 80 adet denekten hem sag el hem de sol el ile Bursa ilinin
harflerinin biiyiik harflerle yazilmasi istenmistir ve her bir harfin sekli ince levha yonteminin
bilesenleri ile incelenmistir.

Anahtar kelimeler: sekil, sekil analizi, procrustes analizi, ana bilesenler analizi, deformasyon,
sekil degiskenligi, ince levha yontemi.



v

ABSTRACT

In this thesis; the definition of shape is given and procrustes analysis, principal component
analysis and particularly thin plate spline method are considered in shape analysis.

A thin plate spline transformation from one shape to another will involve some large scale
deformations and some small scale deformations. It serves the decomposition of deformation
and the interpretation of shape change.

As an application of method, we asked 80 people to write the characters of BURSA with their
both hands and we analyzed all of the characters with components of thin plate spline.

Keywords: shape, shape analysis, procrustes analysis, principal component analysis,
deformation, shape variability, thin plate spline.
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0. GIRIS

Sekil; dteleme, dlcekleme ve dondiirme etkilerinin nesneden kaldirilmasi ile geriye kalan
ozelliklerin biitiiniine denir. Iki ve ii¢ boyutlu uzayda nesneler tanimlanirken seklin
modellenmesi ve degiskenliginin saptanmasi1 gerekmektedir. Bu tezde sekil analizinin birgok

ozelligi ve uygulamalari incelenmistir.

Sekil analizinde nirengi noktalar1 ilk kez Kendall (1984) ve Bookstein (1989) tarafindan
kullanilmistir. Kendall nirengi noktalarin1 daha geometrik bir tabanda ele almistir. Dryden ve
Mardia nirengi noktalariyla gosterilen iki boyutlu sekiller i¢in sekil dagilimlarini
bulmuslardir(Dryden and Mardia 1998). Goodall (1991) sekil analizinde Procrustes
metotlarmin  kullanilabilecegini gostermistir ve Kent kompleks Bingham dagilimim
tammlamistir. Kent ayrica, yogunlastirilmis verileri analiz edebilmenin en yararli yolunun
Procrustes ortalamada verilerin tanjant diizlem iizerine iz diisiiriilmesi ve ana bilesenlerinin

hesaplanmasinin oldugunu 6ne siirmiistiir.

Nirengi noktalar1 iki kategoride incelenebilir: dogal nirengi noktalar1 ve pseudo nirengi
noktalari. Eger bir nesne her ornekte karsilasilan belli 6zelliklere sahipse bu tip nirengi
noktalarina dogal nirengi noktalar1 denir. Ornek olarak 3 rakaminm bitis noktas1 verilebilir.
Bookstein biyolojik verilerin sekli ile ilgilenmistir ve nirengi noktalarini sekilden sekle
biyolojik olarak iliskili noktalar olarak tanimlanmistir. Cootes ve ark. (1992) nirengi
noktalarin1  simirlarin  iginde veya diginda yerlesmis olan noktalar olarak ele

almistir(Anderson,1997).

Nirengi noktalar1 ayrica ii¢ farkli ¢eside de indirgenebilir: Nesnenin 6nemli kisimlarina
yerlestirilen nirengi noktalari, en yiliksek egrilikli noktalar, bitis noktalar1 gibi bagimsiz
konumlara yerlestirilmis olan nirengi noktalar1 ve ilk iki nirengi nokta cesidinin aralarina
yerlestirilmis olan nirengi noktalari. Dryden ve Mardia bu ii¢ ¢esidi biyolojik, matematik ve

pseudo nirengi noktalar1 olarak adlandirmiglardir. (Dryden 1997, Stegmann 2002).



Nesneler iizerinde nirengi noktalar1 saptanirken her bir nesnenin aymi konum veya
dogrultuda olgiildiigiinden emin olunamamaktadir. Eger sekiller karsilastirilmak isteniyorsa,
nesneleri 6teleme, dondiirme ve 6l¢ekleme iglemleri ile standart konum ve dogrultuya getirmek
gerekir. Bu metodu Bookstein 1984’te, temel dogruyu olusturacak olan A ve B nirengi
noktalarin1 secerek kullanmistir. Her bir nesneyi Gteleyerek, dondiirerek ve dlgekleyerek A
nirengi noktasini (0,0) noktasina ve B nirengi noktasini (1,0) noktasina getirmistir. Ornegin,
koseleri A,B ve C olan iiggenler kiimesi ele alinsin. Bookstein’in metodu ile A ve B noktalar
sabitlenirken geriye kalan serbest C noktasi her bir liggenin seklini tanimlar. Bu yontemdeki
problem ise temel dogrunun noktalarmin sabit tutulmast ve temel dogruya yakin olan
noktalarin varyanslariin kiiciik olmasidir. Nirengi noktalarinin bu uygulamasi tamamen

basarili bulunmadigindan Procrustes uyarlama metodu daha yaygin olarak kullanilmaktadir.

Procrustes uyarlama metodu, nirengi noktalar1 arasindaki kareli uzakliklarin toplamini
minimum yapan yaklagimdir. Uyarlama sonrasi elde edilen koordinatlara Procrustes
koordinatlar1 denir. Tam Procrustes uyarlamasi ve kismi Procrustes uyarlamasi olmak {izere iki
cesidi vardir. Tam Procrustes uyarlamasi oOteleme, dondiirme ve Olcekleme ile nesneyi
standartlastirarak sekli elde eder. Kismi Procrustes uyarlamasi ise oteleme ve dondiirme ile
nesneyi standartlagtirarak sekil ve biiylikliigi elde eder. Procrustes ortalama sekil ise Procrustes
metodu ile uyarlanmis sekillerin konfiglirasyonlarinin aritmetik ortalamasi ile elde edilir.
Ayrica Procrustes ortalama sekil, standartlagtirilmis verilerin kareli toplamlari ve carpimlari
matrisinin en Onemli 6z vektoriidiir (Richtsmeier 1992, Anderson 1997). Sibson (1978)
Procrustes metotlari iizerine genel bir gézlem yapmistir ve Procrustes analizinin faktdr analizi
icin bulundugunu ancak sonralari ¢ok degiskenli dlceklemede kullanilarak sekil ile goriintii

analizinde yararl1 bir ara¢ halini aldigin1 belirtmistir.

Sekil analizinde Procrustes metodu; veri kiimesinde degigkenlik kiiciik oldugunda, veri
kiimesinin  ortalama seklinin  tahminlenmesinde ve veri kiimesindeki sekillerin
karsilagtirilmasinda kullanilir. Veriyi standartlagtirmanin birgok yolu vardir; Merkezlestirme
matrisini kullanmak, Helmert matrisi ile carpmak veya Bookstein koordinatlarini hesaplamak

gibi.



Veri kiimesindeki nesneler arasindaki degiskenligi belirlemenin temel yolu; verilerin
Procrustes ortalama sekilde kismi veya tam izdiisiimii ile tanjant diizlemi {izerine iz
disiiriilmesi, iz diisiiriilen verilerin ana bilesenler analizinin degerlendirilmesi ve degiskenligin

gosterimi i¢in ana bilesenlerin sekil uzayma tekrar iz diistiriilmesidir.

Ana bilesenler analizi, ¢ok degiskenli verilerde miimkiin oldugu kadar ¢ok varyansi
hesaplayan varsayima dayali bilesenleri bulmaya yarar (Hotelling 1993, Jolliffe 1986, Jackson
1991, Reyment and Joreskog 1993). Bilesenler ortogonaldir ve lineer birlesimler ile
degiskenlik tarif edilebilir. Ana bilesenler analizinin amaci biitiin degiskenler kiimesinin
boyutunu en ¢ok degiskenligi agiklayan kiimenin boyutuna indirgemektir (Jolliffe 1986). Bu
veri indirgeme metodu kii¢iik boyutlu ¢ok degiskenli verilerin en dnemli gorsel ifadelerini
verir. Bagka bir deyisle ana bilesenler analizi, orijinal yliksek boyutlu degiskenler uzayindan iki
boyutlu diizleme noktalarin varyanslarinda minimum kayiplar ile iz disiiriilmesini saglar.
Dolayisiyla veri kiimesi daha 6nemli ve daha anlasilir bir hale gelir. Ana bilesenler analizi
genellikle verilerin kovaryans matrisinin 6zyapisimi icerir. Her bir ana bilesenin varyansi
sadece ilgili 6z degerdir ve her bir bilesen tarafindan aciklanan degiskenlik orani ilgili 6z
degerin biitiin 6z degerlerin toplamina orani ile bulunur(Richtsmeier 1992, Anderson 1997,

Hammer 2006,).

Temel metrik 6zdeslik matrisi veya 0klid metrigidir. Dolayisiyla, ana bilesenler kovaryans
matrisin 6z vektorleridir. Diger metriklerin kullanimi ile degiskenligin farkli yonleri

tanimlanabilir.

Eger verilerin kovaryans matrisinin ranki boyutundan kiiciik ise veriler, ana bilesenlerin
sayisini azaltan ve kovaryans matrisin rankini kiigiilten bagka bir diizleme iz diisiiriilebilir. Bu

yaklasim sekil analizinde genellikle kullanilir.

Ana bilesenler analizi, sekil analizinde ortalama seklin elde edilmesinde de kullanilir.
Ornegin, Procrustes ortalama seklin elde edilmesi ve veri kiimesinde sekil degiskenliginin

temel durumunun goriintiilenmesi gibi.
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Sekil 0.1. Thompson’in bir baliktan digerine doniisiim 1zgarasi (Thompson 1917)

Bir sekil diger bir sekle doniistiirilmek istendiginde akla ilk gelecek isim D’Arcy
Wentworth Thompson’dir. Thompson bu doniisiimleri, kaynak sekli (ilk sekil) karesel 1zgara
izerine yerlestirerek ve hedef sekli (ikinci sekil) elde edinceye kadar sekli ve 1zgaray1 deforme
ederek elde etmistir(Thomson 1917). Bu yaklagim ¢ok kullanighdir ¢iinkii sekil degiskenliginin
gorselligini saglar. Thompson doniisiimlerini elle ¢izmistir dolayisiyla daha objektif bir

yaklasima gereksinim duyulmustur.

Kaynak sekilden hedef sekle bir doniisiim kaynak nirengi noktalarinin bu noktalara
eslenmis olan hedef nirengi noktalarina gore yer degisimini icerir. Nirengi noktalarinin bilinen
yer degistirmeleri arasinda enterpolasyona ihtiya¢ duyuldugundan bu olay bir enterpolasyon
problemidir. Bu enterpolasyon, herhangi bir sivriligin, yerel biikkiim ve sikismanin minimum
yapilabilmesi i¢in olabildigince diizgiin olmalidir. Bookstein 1989 da istenen &zellige sahip
enterpolasyon metodunu bulmustur. Bu metod ince levha doniisiimii olarak adlandirilir, ¢iinkii
ince sert metal tabakalara minimum enerji kullanilarak istenilen sekli verme mekanik

problemini ¢ozmek i¢in kullanilmiglardir.



Ince levha doniisiimii, bagimsiz olarak X ve y ydnlerinde yer degistirmeyi hesaplar. Kaynak

sekilden hedef sekle ince levha ddniisiimiinde her i nirengi noktasi, Ax; =X —X bilinen

uzaklig1 kadar yer degistirir. Burada X' hedef sekildeki koordinati gosterirken X kaynak

sekildeki koordinat1 gostermektedir.
Yatay diizlemde ince, diiz, kat1 fakat esnek bir tabak ele alinsin. Kaynak sekil iizerindeki

her bir noktada tabak AX, uzakligi kadar dikey yonde hareket ettirilir. Ornegin bir igne ile

itmek gibi. Boylece tabak en kiigiik egrilige sahip olan diizgiin bir form halini alincaya kadar

biikiiliir. Ciinkii tabak egriligiyle orantili olan biikme enerjisini minimum yapar. Bu islem Ay,

uzakliklan ile de tekrarlanarak 1zgara diigiimleri tam olarak olusturulur. Bdylece, ince levha

doniisiimii sekil degisikliklerini yorumlamay1 saglayan figiirleri iiretir.

Bir sekilden digerine ince levha doniisiimii baz1 genis 6lgekli deformasyonlar1 ve kiiglik
oleekli  deformasyonlar1 igerir. 1Ilk olarak kaynak sekle bakilmalidir. Kaynak
konfigiirasyonunda nirengi noktalarinin  hareketleri tabagi biikker ve global-lokal
deformasyonlar igerir. Amag¢ kaynak sekildeki herhangi bir hareketi bu bilesenlerin toplami

olarak yeniden ifade etmektir.

Ana warplar 1zgara diizlemdeki iki boyutlu konumlarin tek degiskenli diizgiin
fonksiyonlaridir. Ana warplar genellikle ana ilgi odagi degildir ancak deformasyonun
ayristirilmasinda  6nemli bir adimdir. Ana warplar yalmzca kaynak sekil kullanilarak
hesaplanir. Verilen bir hedef sekle yapilan gercek ayristirma kismi warplar araciligiyla
yorumlanir. Daha yiiksek Ol¢glim degerine sahip olan ana warplara karsilik gelen kismi
warplarda noktalar daha kuvvetli bir sekilde yer degistirir. Kismi bir warp verilen herhangi bir
kaynak noktasmin hedef noktasina yer degisimini gosteren bir doniisiimdiir ve bdylece kismi

bir warp konumun iki degiskenli bir fonksiyonudur.



1.0N BILGILER

Bu boliimde ¢alismada kullanilan bazi temel kavramlarin tanimlar1 verilecektir (Dryden
1998, Bookstein 1991, Hammer 2002 and 2006, Graybill 1961). Ele alinan boliim basliklari,
sekil, sekil biiyiikligii ve koordinatlari, bazi sekil koordinat sistemleri, Procrustes analizi, sekil

uzay1 ve uzakliklardir.

1.1. Sekil

Tanim 1.1.1: Konum, 6l¢eklendirme ve dondiirme etkilerinin nesneden kaldirilmasiyla elde
edilen geometrik bilgiye sekil denir. Dolayistyla bir nesnenin sekli, Oklid benzerlik
doniisiimlerinden dteleme, Slcekleme ve dondiirme déniisiimleri altinda degismezdir. Ornegin
bir insan kafatasiin sekli keyfi bir koordinat sisteminde 6telendiginde, dlgeklendiginde ya da
dondiiriildiigiinde kafatasinin degismeyen geometrik bilgilerini igerir. iki nesne eger aralarinda
otelenip, Olgeklenip dondiiriilityorsa ayni sekle sahiptir ve dolayisiyla iki nesne benzer ise

eslenebilir. Ileride (Tanim 1.5.6.) verilecek olan tanim ve sonuglarla tekrar ele almacaktir.

Tanim 1.1.2: Konum ve dondiirme etkilerinin nesneden kaldirilmasiyla elde edilen geometrik

bilgiye sekil ve biiyiikliik denir.

Tammm 1.1.3: iki veya ii¢ boyutlu uzayda, nesnenin istenen 6zellige sahip konumlarinda
bulunan noktalarma nirengi noktasi(landmark) denilmektedir. Diger bir tanim ise(Hammer
2006) veri kiimesi iginde diger biitiin nesneler ile iligkili olan her bir nesnede tanimlanmis
noktalardir. Literatlirde nirengi noktalarinin ¢ok ¢esitli isimleri vardir: Kose igerenler, ¢apa
noktalari, kontrol noktalari, siteler, profil noktalari, 6rnekleme noktalari, tasarim noktalari,
diigimler, model noktalari, isaretleyiciler. Dryden ve Mardia(1998) nirengi noktalarini iki

farkli sinifta ele almiglardir.



A smuft:
1- Anatomik nirengi noktalari: Organizmalarda uzmanlar tarafindan belirlenen biyolojik
acidan anlamli noktalardir. Ornegin, sekil 1.1 de goriildiigii gibi kafatas1 kemiklerinin dikise

benzeyen ek yerleri.

Sekil 1.1. Maymun kafatasi {izerinde belirlenen

anatomik nirengi noktalari

2- Matematik nirengi noktalari: Nesnedeki matematik veya geometrik anlam iceren
noktalar matematik nirengi noktalaridir. Ornegin, yiiksek egrilikteki noktalar veya ekstremum
noktalar.

3- Pseudo nirengi noktasi: Organizmada anatomik ve matematik nirengi noktalarinin
arasinda veya cergevesinde(taslaginda) bulunan noktalara pseudo nirengi noktalar
denmektedir. Ornegin, Lohmann (1983) mikro fosillerin cercevesinde esit ayrilmis noktalar

almustir.

Sekil 1.2. Fare omurgasi {izerinde belirlenmis 6 adet matematik
42 adet pseudo nirengi noktasi



B smifi:(Bookstein 1991)
1. tip: Doku ve kemiklerin bulustugu nokta.
2.tip: Maksimal egrilik gibi yerel 6zelliklerle tanimli nirengi noktalart.

3.tip: Kitle merkezi gibi insa edilmis noktalar veya ug¢ noktalar.

Tanim 1.1.4: Etiket, nirengi noktalari ile iliskilendirilmis bir isim veya sayidir ve iki nesnenin
karsilastirilisinda hangi nirengi nokta c¢iftinin iligskili oldugunu belirler. Bu tip nirengi

noktalarina etiketli nirengi noktalar denir.

1.2. Sekil Biiyiikliigii ve Sekil Koordinatlari

Tanmm 1.2.1: Nesne iizerindeki nirengi noktalarinin kiimesine konfigiirasyon denir. X
konfigiirasyon matrisi, m boyutta k adet nirengi noktasinin kartezyen koordinatlarinin
bulundugu kxm matrisidir. Konfigiirasyon uzayi ise mevcut olan biitiin nirengi nokta

koordinatlarinin uzayidir.

Tanmm 1.2.2: Keyfi bir pozitif a sayisi i¢in, g(aX)=ag(X) ozelligindeki konfigiirasyon

matrisinin herhangi bir pozitif reel degerli fonksiyonu olan g(X) ’e biiyiikliik 6l¢iisii denir.

o K
Tamm 1.2.3: Xin (i, j). elemani X, j.slitunun aritmetik ortalamas1 X j = lz X
i=1

1 .y .
ve C=1, _ElklkT merkezleme matrisi olmak tizere,

DX - X)), X eRM

j=I1

S(X)=||CX||=\/

k m
=1 j

X||:1/iZ(XX) oklid normu, I, K xk birim

degerine kitle merkezi biiyiikliigii denir. Burada,

matrisi ve 1, 1 lerin kK x1 vektortidiir. (k adet 1)



Kitle merkezi biiytlikliigii; her bir nirengi noktasmnin merkeze olan uzakliklarinin kareli

toplamlarmin karekokiidiir. Yani (X);, X(i =1,...,K)konfigiirasyon matrisinin I. satir1 ve

X = (X_l,...,X_m) kitle merkezi olmak iizere,

S(X) = ,/ﬁ\\(xx —YH2

dir. Bu terim geometrik sekil analizinde yaygin olarak kullanilmaktadir Kitle merkezi

biiytkligi S(X)/ Jk yada S(X)/~km ile normallestirilmis halde de kullanilmistir.

Farkli bir biiyiikliik &l¢iisii ise temel dogrunun biiyiikliigiidiir. Ornegin, 1. ve 2. nirengi
noktalar1 aras1 uzaklik D, (X)= ||(X)2 —(X)1|| dir. Bu temel dogrunun biiytikligi ilk kez

yiizleri normallestirebilmek i¢in Galton tarafindan 1907 de kullanilmistir ve daha sonra

Bookstein koordinatlari ile 6ne ¢ikmuistir.

1.3.Baz1 Sekil Koordinat Sistemleri
Sekil koordinatlari Bookstein koordinatlar1 ve kendall koodinatlar1 olmak iizere iki
boliimde incelenmistir.
1.3.1 Diizlemde Bookstein koordinatlari
Diizlemde Kk >3 i¢in nirengi noktalari, (X;,Y;) j=1,...,k olsun. Bookstein, 1
ve 2 numarali nirengi noktalarinin Stelenerek, dondiiriilerek ve dlgeklenerek sabit bir konuma
getirilmesi ile benzerlik doniisiimlerinin etkisini kaldirmay1 6nermistir. Eger, 1. nirengi noktas1

(0,0) noktasma ve 2. nirengi noktasit da (1,0) noktasina gotiiriiliirse, bu islemlerden sonra

geriye kalan k —2 adet koordinat uygun sekil degiskenleridir. Temel nirengi noktalarinin
1 1 . . .

(_E’O) ve (E’O) noktalarina gotiirtilmesi ile nesnenin geriye kalan (u jB ,V jB )7

J =3,...,k koordinatlarina Bookstein koordinatlar1 denir. Boylece Bookstein koordinatlart;

DY = (% =X) +(Y, - Y,)* >0, —oo<u®,v° <o ve j=3,...k olmak iizere

U;% = {0 = X)0OG =X) + (Y, = Y)Y, — ¥}/ D}y —%,

VjB = {(Xz _Xl)(yj _y1)+(yz _yl)(xj _X1)}/D122 dir.
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1.3.2. Diizlemde Kendall koordinatlar:
Kendall koordinatlar1 Bookstein koordinatlarina benzemektedir ancak konum

etkisi farkli bir yontemle kaldirilmaktadir. Oncelikle konum etkisini kaldirmak icin kullanilan

Helmert alt matrisi tanimlanmalidir.

Helmert alt matrisi, (k —1)x k Helmert matrisinin ilk satirnin olmadig: halidir.

Istatistikte cok kullanilan H" tam Helmert matrisi, ilk satirinin elemanlar Wolan ve geri

kalan satirlar1 ilk satira ortogonal olan bir k xk ortogonal matristir. HF tam Helmert
matrisinde ilk satirin atilmasiyla HX konfigiirasyonunun orijinal konuma bagli olmamasi

saglanmustir.

Helmert alt matrisinin j. satirt; (h i»+sNj>—1h;,0,0,...,0) olarak verilir. Burada,

-1
h, =—{j(j+D}? dir ve j. satir, j=1,..,k—1 olmak iizere sirasiyla, h;nin j defa tekrarni,

— jh; degerini ve k — j —1 adet sifir1 igerir. Ornegin k =3 icin tam Helmert matrisi;

1
V3
0 | ve Helmert alt matrisi;
2
J6

HF =|—-—
V2
R
C J6 6 Ve
S S S
H = ‘/15 ‘/g ) olur.

Orijinal nirengi noktalar1 kompleks diizlemde,z” = (z}....,z;)" ile verilsin. Konum etkisi

Helmert alt matrisi ile arparak z,, = Hz" = (z,,...z,_,)" kaldirilir. Kendall koordinatlart;

ul +ivl = Z“l , j=3,....k ile verilir.
1
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1.4. Procrustes analizi

1.4.1. Sekil uzakhgi ve Procrustes eslemesi
y", y nin kompleks esleniginin transpozu ve y'l, =0 =w"l, olmak iizere, C* da iki
merkezlestirilmis konfigiirasyon Yy =(Yy,,..,y,)" ve W= (W,,.,W,) olarak ele almsm.

Sekildeki konfigiirasyonlar1 karsilastirmak i¢in iki sekil arasindaki wuzaklik Olgiisii

belirlenmelidir. Kompleks regresyon denklemi;
y=(@+ib)l, + fe’w+e

=[1,, WA+

=XpA+e
ile verilir. Burada, A=(A,,A,))" =(a+ib,e'’)" bir a+ib otelemeli, f>0 Slgeklemeli ve
0<6@<2r dondirmeli 2x1 kompleks parametreler; ¢ kx1 kompleks hata vektorii ve
Xp =[lx,W] kx2 matrisidir.

Procrustes esleme icin en kiicilk kareler fonksiyonunu minimum yapilarak A

tahminlenmelidir. Bu durum hatalarin kareli toplamlarinin minimum yapilmasi anlamina gelir.

D*(y,w) =& =(y—XpA) (Y- XpA).

1.4.2. Tam Procrustes uyarlamasi

Y nin W {izerine tam Procrustes uyarlamasi; ( ,5’ , é, a, 5) degerleri
, 2
D*(y,w) =|ly - wpe'’ — a~+ib),|
esitligini minimum yapacak sekilde secildiginde,
WP = X A= (a+ib)l, + fe“w dur.
Sonug 1.4.3: Tam Procrustes uyarlamasinin esleme parametreleri;
1
a+ib=0, O=arg(W'y)=—arg(y'w), £ =(Wyy'w)>/(ww)

degerleridir.

Ispat: Hatalarm kareli toplanu minimum yapilmalidir.
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D? =g

= "y —wpge' —(a+ ib)1k||2

=yy+ AW w—y wge' —wypse? + k@ +h?)
a ve b nin minimum degeri sifirdir.
yw= 7/ei¢ (¥ > 0) olsun.
By We'? +w'ye %) = Bl 1 o100y

=2pycos(6 +¢)

dir. ”y— ﬂemw”2 degerinin @ {iizerinden minimum yapilabilmesi i¢in 2y cos(€ + ¢) degeri
maksimum olmalidir.
0 icin bir ¢oziim;
0= - = —arg(y*w) dir. En kiiciik 6lgeklemeyi bulmak i¢in y = |y*vv| olmak tizere,

2
% =0=24w w-2y degeri ¢oziilmelidir. Sonug olarak,

B = |y*w|/(w*w) dur.

1.4.4. Tam Procrustes uzakhgi

w ve y kompleks konfigilirasyonlari arasindaki tam Procrustes uzakligi;

d.(w,y)= inf pel’ —a—ib

B.0.a,b

y _w
M

* * l
W wy 'y

Tam teriminin kullanilmasmin sebebi, biitiin 6klid benzerlik doniisiimlerinin (6teleme,
Olgekleme ve dondiirme) eslemede kullanilmasidir fakat y ve w nin birim biytiklige
Olgeklendigi unutulmamalidir. Procrustes teriminin kullanilmasinin sebebi ise yukaridaki
esleme iglemlerinin, ¢cok degiskenli analizde doniisiimlere bagl matrislerin karsilagtirilmasinda

sik kullanilan bir teknik olan Procrustes analizine 6zdes olmasidir. Procrustes analizinde en
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uygun doniisiim parametreleri en kiigiikk kareler yontemiyle tahminlenmistir. ‘“Procrustes

analizi” terimi ilk kez faktor analizinde Hurley ve Cattell tarafindan 1962 de kullanilmustir.

1.4.5. Ortalama seklin tahminlenmesi

Ortalama seklin tahminlenmesinde bircok durum s6z konusudur. Oteleme

vektoriiy; € C, Olgekleme parametresi S, € R™, dondiirme agis1 0 < 6, < 27, sifir ortalamali
rasgele kompleks hatalar ¢, € C ve ana kitle ortalama konfigilirasyonu ¢ olmak {izere rasgele

orneklem konfigiirasyonu w,...,w,

w; =71, +ﬂiei0i (u+e;)
perturbasyon modelinden elde edilir.

Ortalama seklin tam Procrustes tahminlemesi olan [[z], her bir w; den birim
biiylikliikte bilinmeyen ortalama konfigiirasyon olan x4 ye tam Procrustes uzakliklarinin

kareleri toplaminin minimum yapilmasiyla elde edilir.
1= ’fndzw., dir.
] = argin le 2 (W, z2) dir

Bundan sonra ortalama seklin tam Procrustes ortalamasi yerine tam Procrustes ortalama

ifadesi kullanilacaktir. Tam Procrustes ortalamasimin seklin anakitle tahmini oldugu

unutulmamalidir. W,....,w, konfigiirasyonlari merkezlestirilmistir dolayisiyla w; 1, =0 dir.

Sonug 1.4.6: z, =w; / ||Wi || i =1,2,...,n6n sekiller olmak lizere tam Procrustes

ortalama sekli [#],
S =Y ww (ww) =Y 27
i=1 i=1

kompleks kareler ¢arpiminin toplam matrisinin en biiyiik 6z degerine karsilik gelen 6z vektorii
olarak bulunabilir.

W,,...,W, nin tam Procrustes uyarlamalar1 veya tam Procrustes koordinatlari

W =w; aw, A(wiw,); i=12,..,n
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dir. Burada her bir w”, w, nin £ izerine tam Procrustes uyarlamasidir. Tam Pocrustes

ortalama sekli, tam Procrustes koordinatlarinin aritmetik ortalamasi alinarak da bulunabilir.

S| =

ZWi” tam Procrustes ortalama sekli L&] ile ayn1 sekle sahiptir.
i=1
Procrustes artiklari,
1< .
r=w’—-(=>»wh), i=12,..,n
I 1 (n ; I )
ile hesaplanir ve Procrustes artiklar sekil degiskenliginin bulunmasinda ¢ok kullanilir.

Tanmm 1.4.7: Sekil degiskenliginin genel bir Olgiisii; her bir konfigiirasyondan [,[1] tam

Procrustes ortalamasina tam Procrustes uzakliklari dikkate alinarak elde edilir. Bu 6l¢iiye kareli

ortalamanin kokii denir ve RMS(d . ) ile gosterilir.

RMS(dF):\/nIZsz(Wi,,&) dir.
i=1

1.4.8. Sekil degiskenligi

Ortalama sekil konfiglirasyonunu elde ettikten sonra Ornekteki sekil degiskenligi
hesaplanmaya calisilir. Sekil degiskenliginin bulunmasinda en uygun yontem lineer uzayda
ortalama sekil ile (bir tanjant uzayi) olur. Ornegin, Procrustes artiklarmin (yaklasik tanjant
koordinatlar1) ana bilesenler analizi uygulamasi diisiiniilebilir. Tanjant koordinatlarinin reel

vektorleri v, i=12,.,n ile gosterilecektir. Bunlar r, Procrustes artiklari veya tanjant

koordinatlaridir.

S, bir takim tanjant koordinatlarinin (v; ) 6rnek kovaryans matrisi ve

- 1 y
V= —Zvi olmak iizere,
n

S, =

S|

PACEI(ASN
i=1
dir. M =2k -4 sekil uzayinm boyutu, p=min(n—1,M)olmak iizere, 4, 21, >..2 1,20

0z degerlerine karsilik gelen S, nin ortonormal 6z vektérleri y; ler S, nin ana bilesenleridir.

I. veri i¢in j. ana bilesenin 6l¢im degeri(skoru)
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T N =
Si=rvivi—v) i=L.,nj=1.,p

ve tanjant uzayinda verilerin ana bilesen dzeti,
_ b )
v, = V+ZS”7]- 1=1..,n
j=1

ile verilir. Standartlagtirilmis ana bilesen 6lglimleri ise,
Cy =S /A7 i=L..mj=1.,p
dir. j.ana bilesende agiklanan j=1,..., p degiskenligin yiizdesi,

1004, .
—— {le hesaplanur.

p
24
j=1
1.5. Sekil Uzayr

Tammm 1.5.1: Bir mxm rotasyon matrisi, I'T'=IT" =1_ ve |F| =+1 oOzelliklerini saglar.

m

Tim mxm rotasyon matrisleri 6zel ortogonal grup olarak bilinirler ve SO(M) ile gosterilirler.

Tammm 1.5.2: X konfigiirasyon matrisinin Oklidyen benzerlik doniisiimleri; &telenmis,

dondiiriilmiis ve izotropik olarak 6lgeklenmis X kiimesidir.

S € R 6l¢egi, I' dondiirme matrisi ve y m vektorlii 6teleme ile

{(BXT+1,y" : BeR",T € SO(M),A e R"} dir.

Tanim 1.5.3: X konfigiirasyon matrisinin kat1 cisim doniisiimleri, 6telenmis ve dondiiriilmiis X

lerin kiimesidir ve bu kiime asagidaki gibidir:
{(XT+1, 7" :T eSO(m),y e R™}.

Burada, I' dondiirme matrisini ve ¥ m vektorii 6telemeyi gosterir.
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1.5.4. Otelemenin kaldirilmas
X veri matrisinin Helmert alt matrisi ile soldan X, =HX e R“P™\{0} seklinde
carpilmasiyla oteleme etkisi kaldirilir. Orijin uyusan(¢akisan) nirengi noktalarina miisaade

edilmediginden ¢ikarilmistir. Helmertlestirilmis nirengi noktalar1 X, ile gosterilecektir.

Konum etkisinin kaldirilmasinda bir diger yontem merkezlestirilmis nirengi noktalaridir ve

X, =CX ile gosterilir. Helmertlestirilmis nirengi noktalarindan merkezlestirilmis nirengi

noktalarina dénmek i¢in X,,’1soldan H' ile garpabiliriz. Ciinkii
H'H=1, —%1k1kT =C

oldugundan H™ X,, = HTHX =CX elde edilir.

1.5.5. On sekil
Sekiller arasindaki uzaklik hesaplanirken sekilleri biiyiikliiklerine gore

standartlastirmak yararlidir. Bunun i¢in kitle merkezi biiyiikliigii ele alinirsa,

X, | = iz(XTHTHX) = {Jiz(XTCX) =[cX | = S(X)
dir (H"H =C). X konfigiirasyon matrisinin dnsekli;
Xy HX
IXull - [HX]
dir. On seklin farkli bir sunumu, konfigiirasyonun merkezlestirilmesi ve biiyiikliigiine
béliinmesidir. Merkezlestirilmis 6n sekil; C = H' H olmak iizere,
Z.=CX /||CX|| =H'Z dir.
Z. kxm matrisi iken Z (k —1)x m matrisidir. On sekil uzay1, mevcut olan biitiin 6n sekillerin

uzayidir.

Tanmm (Sekil) 1.5.6: X konfigiirasyon matrisinin sekli; konum, dondirme ve es yonlil
Olgekleme altinda degigsmeyen geometrik bilgidir. Sekil; SO(m) dondiirmelerinin 6zel ortogonal
grubu ve Z, X in 6n sekli olmak lizere

[X]={zI:T e SO(m)}
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_m(m-1)

seklinde ifade edilir. Sekil uzaymin boyutu M =km-m-1 dir. Ilk 6nce km

koordinata sahiptir ancak, konum i¢in m, diizgiin O6l¢ekleme icin 1 ve dondiirme igin

%m(m —1) boyut kaybeder.

Tamim 1.5.7: X konfigilirasyon matrisinin biiyiiklik ve sekli, konum ve dondiirme altinda
degismeyen geometrik bilgidir ve [X] ile gosterilerek
[X]s = {X,T:T eSO(m)}
ile ifade edilir. Burada X, helmertlestirilmis koordinatlardir. Mevcut olan biitiin sekil ve
biiytikliiklere sekil ve biiyiikliik uzay1 denir ve m boyut k noktada bu uzay SZ:} ile gosterilir.
Eger sekil ve biiyiikliikten biiyiikliik kaldirilirsa(kitle merkezi birim biiyiiklige dlgeklenirse) X
in seklini,
[X]=[Xs]/S(X)={2Zr:T € SO(m)}
ile elde ederiz.
Tamim 1.5.8: X konfiglirasyon matrisinin yansimig sekli, benzerlik doniistimleri ve yansima
altinda degismeyen geometrik bilgidir. Yansimis sekil;
[X]z ={ZR:R e O(m)}
kiimesi ile gosterilir. Burada O(m); R'TR=1,=RR" ve |R|=ir1 ortogonal matrislerinin

kiimesi ve Z 6n sekildir.

Tamim 1.5.9: X konfigiirasyon matrisinin yansimis sekil ve biiyiikligii; 6teleme, donme ve
yansima altinda degismeyen geometrik bilgidir. Yansimig sekil ve biiyiiklik; O(m) mxm
ortogonal matrislerin kiimesi ve X, helmertlestirilmis koordinatlar kiimesi olmak {izere,

[X]gs = {XyR:ReO(m);

ile gosterilir.
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1.6. Uzaklhiklar

Tanmm 1.6.1: X, ve X, arasindaki tam Procrustes uzakligi; Z, = HX, /||HXr|| r=1,2 olmak

uzere

d.(X,.X,)=_inf

T'eSO(m),peR

z, —,8211"” dir.

Sonu¢ 1.6.2: Tam Procrustes uzakhigi; Z,'Z,Z,"Z, ¢arpmunm 6z degerlerinin karekokleri

L2224, 2 |/1m| olmak iizere

4, (X, X,) = (1= (X412 dir

Burada, en kii¢iik deger olan A, negatif karekoktiir < det(ZlT Z,) <0 dir. Minimum
dondiirme U,V € SO(m), A =diag(4,,4,,....,4,,) ve ZZTZl =VAUT iken
r=uv’
dir. Minimum 0l¢ekleme ise
B= ili dir.
i1
Ispat: Minimum degeri elde etmek i¢in Kendall’in (1984) galismasindan faydalanilmstir.

de (X0 Xy) = dnf | i2{(Z, - fZ,1) (Z, = 2D}

- ir/13f(||Zz||2 + gz’ —2ﬂrei%;(>m)iz(z§ Z,1)
ve ||Z1|| =1= ||Zz|| I" e SO(m) iizerinden iz(Z] Z,I") nin supremum degeri bulunmalidir. Z; Z,
in tekil deger ayrnisim U,V e SO(m) A =diag(Ay,...4y) 4 =4, =...2 A =|4,| olmak
lizere, Z;Z, =VAU ile verilsin.

Ay <0 < det(Z]Z,) <0 dir. d2(X,, X,) Denkleminin sag tarafindaki son terim

m
-2 sup iz(RA)=-2p sup X K4 degerine esittir. Burada, (ry;,...,I,) R € SO(M) nin
ReSO(m) ReSO(m) i=l

kosegenidir. SO(m) deki R nin kosegenlerinin kiimesi {i l,il,...,il} ekstrem noktalar ile

kompakt konveks bir kiimedir.
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i =1 i=1,...,m iken supremum deger elde edilir. Dolayisiyla,
2 - 2 u A ‘
dg (X, X,) zl%f(1+,8 =24>4) ve f=2 4 dir.
i=1 i=1

iz(Z,) Zlf) =iz(VAUTUVT) =iz(A) oldugunda minimum déndiirme I' =UV " olarak bulunur.

Tanmm 1.6.3: X, ve X, nin 6n sekilleri olan Z, ve Z, yi dlgekleme olmaksizin miimkiin olan

en yakin dondirmelerle esleyerek d, kismi Procrustes wuzakligi elde edilir.
Z; =HX /||HX;| j=12 olmak iizere,

do(X,.X,) = inf |Z,-Z,1 du.

Sonug 1.6.4: Kismi Procrustes uzakligi;
m 1
dp (X, X,) = \/E(I_Zii)z
i=1
ile verilir.
Tamim 1.6.5: On sekil uzaymdaki Z, ve Z, arasinda en yakin uzaklikta gizilebilen en biiyiik

cember uzakligma Procrustes uzakligi denir ve p(X,,X,) ile gosterilir. Minimizasyon

dondiirmelerden elde edilir.

p(X,, X,)=2aresin(d (X, X,)/2)
:arCcos(Zﬂi)
i=l

ile hesaplanir.
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Sekil 1.3. On sekil kiiresinde Procrustes, kismi Procrustes
ve tam Procrustes uzakligi.

Tanim 1.6.6: Sekil ve biiyiiklik uzayinda iki konfigiirasyon X, ve X

X, =HX/, X, =HXJ ve S, =||X1||, S, =||X2|| olmak tizere,
ds (X, X3) = inf X, X0
'eSO(m)

=87 +S; -2S,S, cos p(X/, X)) ifadesine riemann uzaklig denir.

Cizelge 1.6.1 (Sekil Uzayinda Procrustes Uzakliklart)

olsun.

Uzaklik Notasyon Formiil Aralik
;Fja;r:kh;rocrustes de dF(Xl,Xz)z{l—(iZml:ﬂi)z}; 0<d; <1
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Cizelge 1.6.2. Orijinal konfigiirasyondan seklin elde edilmesi

Orijinal Konfigiirasyon

Oteleme etkisinin| kaldiriimasiyla

Helmertlestirilmis/Merkezlestirilmis
Konfigiirasyon

Olgekleme etkisinin kaldirilmaéryla ondiirme etkisinin kaldirilmasiyla

On Sekil Biiytikliik ve Sekil

kalgfrilmasiyla kaldiriltrastyla

Sekil Yansimig biiyiiklik ve
Sekil

Yansimanin| kaldirilmasrtyla

Yansimus Sekil
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2. ANA BILESENLER ANALIZi

Cok degiskenli analiz konusu iki veya daha cok boyutlu rasgele degiskenleri bir biitlin
olarak ele alan ve degiskenler arasindaki iligkileri gz 6niinde tutarak sonug iireten istatistiksel
tekniklerden meydana gelmektedir. Bu tekniklerden biri de ana bilegenler analizidir(Akca
2002). Bu yontem ilk defa Harold Hotelling (1933) tarafindan gelistirilmis ve “ana bilesenler

yontemi” ad1 verilmigtir.

Ana bilesenler analizi sekil degiskenlikleri yorumlanirken kullanilmaktadir. Oncelikle
veriler standartlastirilmali ve Procrustes tanjant koordinatlar1 hesaplanmalidir. Tanjant
koordinatlarinin kovaryans matrisi ile ana bilesenler hesaplanir ve degiskenligi agiklama

yiizdeleri her bir ana bilesenin 6z degerinin tiim 6z degerler toplamina orani ile bulunabilir.

Notasyon: Her bir veri kiimesinde n adet sekil ve her birinde de k adet nirengi noktasi
bulunmaktadir. Kompleks veri girisinde konfigiirasyon uzayr W kxn  matrisidir ve

w; i=1.,k j=1..,n degerleri j. resimdeki i. nirengi noktalarini ifade etmektedir. Bu

boliimde, verilerin standartlagtirllmast ve Procrustes tanjant diizlem koordinatlariin
hesaplanis1 ele alinacaktir. Ozet olarak, veriler standartlastirilir ve Procrustes ortalama sekil
bulunur. Daha sonra standartlastirilmis veriler Procrustes ortalamada tam ve kismi Procrustes

iz disiimii ile Procrustes diizlem iizerine iz diisiiriiliir.

Bu boliimde anlatilacak olan iglemler ¢ok farkli yollarla elde edilebilir. Ug¢ farkli yolla
veriler standartlagtirilir ya da tanjant diizlem iizerine tam veya kismi Procrustes iz diislimil

uygulanabilir.
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2.1. Verilerin Standartlastirilmasi

Procrustes tanjant koordinatlarini elde etmek igin verilerin standartlastirilmalart veya
merkezlestirilmeleri  dolayisiyla &teleme ve oOlgekleme etkilerini kaldirmak gerekir. Bu

merkezlestirilmis verilere standartlastirllmig veriler denir. Z, z; j=1L,..,n standartlastiriimig

verilerinden olusan K x n matristir. Standartlastirilmis veriler;

I,

i=l

?\—|»—*

olmak tlizere

7 =070 2.1
= — j=L..,n 2.1
Jw; =,
k
dir. Dolayisiyla Z; =0 ve Z‘zij‘z =1 j=1,..,n. Bu doniisiim 6teleme ve Olgekleme
i=l

etkilerini kaldirirken dondiirme altinda invaryant degildir. (2.1) denklemi C (kxk)

merkezlestirme matrisi iken Z = CW / ||CW|| ile ayn1 ifadeyi verir.

C=1I,- % 1,1," dir ve CW sifir agirlik merkezine sahip oldugundan konum etkisini kaldirir.

Farkl1 bir standartlagtirma yt')ntemi ise veri kiimesini Helmert alt matrisiyle carpmaktir. Alt

1
—) ile ortogonaldir ve j. satiri;

\/F’ “Vk

Helmert matrisinin satirlart (—
il
J defa d;={j(j+D}* j=L..k-1 tekrann ile (d,...,d;,—]jd;.0,..,0) seklindedir.

Standartlastirilmis veriler HW /HW ile bulunabilir. Helmert matrisi ile standartlastirilan

verilere On sekil adi verilir. Bu standartlastirma metodu boyutu k dan (k-1) e disirir

dolayisiyla hesaplamada daha etkilidir. Bu iki standartlastirma yontemi ||CW || =||HW||

oldugundan benzerdir.



24

Verileri standartlagtirmanin iiglinci bir yolu ise verileri Bookstein koordinatlarina

doniistiirmektir.
W -w, Wy —Ww;, ) )
b,=——— j=L.,n alarak, by =————— j=1..,n I=1..,k ile bu olay
Wi, —W;, Wi, —W;,

gerceklesir. Birinci nirengi noktasi 0’ a ikinci nirengi noktasi 1’e gotiiriiliir ve bu iki nirengi
noktast yeni konfigiirasyonun bazini olusturur. Dolayisiyla, bu yontem temel dogrunun

secimine baghdir.

2.2. Procrustes Tanjant Diizlemi Koordinatlari

S, matrisi, Z nin kompleks kareler ¢arpiminin toplam matrisidir ve k-1 rankli k xk

n
matristir. Z;, z; nin eslenifinin transpozu iken S, =ZZ ;Z; dir. S, matrisi kompleks
=

diizlemde dondiirme islemi altinda invaryanttir. Veriler standartlastirildiktan sonra Procrustes
ortalama sekil hesaplanabilir. Eglenen konfigiirasyonlarin Procrustes ortalama sekli Z nin
satirlarinin ortalamasidir. Ayrica n adet seklin Procrustes ortalama sekli, S, nin en biiyiik 6z

degerine karsilik gelen 6z vektorii olan p ile de gosterilebilir. Procrustes ortalama sekli birim

2

Kk K
biiytikliige sahiptir dolayisiyla Z| pi| =1 ve Z p; =0 dir. Tanjant diizleme iz diisiiriiliirken
i=l i=1

dondirme etkilerinin kaldirilmasi i¢in 6; = arg(p’z ;) iken her bir z; j=1..,n e ile

ile z; kompleks diizlemde aymi sekle sahiptir. ez 7z, j=1L..,n nin

-ig,
carpilir. e 'z, i i

J

sadece dondiiriilmiis halidir.

Veriler ortalama sekil etrafinda toplandiginda veri kiimesinde degiskenlik kiiciik olur ve bir
doniisiim ile Procrustes tanjant uzaya iz diisiiriilir. Bu uzayda ana bilesenler hesaplanir.
Procrustes diizlemi koordinatlarinin ana bilesenleri, uygun bir temel metrik ile doniistiiriilmiis

verilerin kovaryans matrislerinin ana bilesenler analizi diigiiniilerek bulunur.
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Procrustes tanjant diizlemi koordinatlarmin hesaplanmasi ile sekiller dondiiriiliir ve

Procrustes ortalama sekle gore hizalanir( dizilir). Daha sonra sekilleri p da tanjant uzayina iz
diigtiriir. Eger standartlagtinlmis veriler z; j=1..,n ile tanimlanirsa p'z ; =0 disinda

tanjant uzaya iz distim iyi tamimlidir. Verilerin p da Procrustes tanjant diizleme iz
diistiriilmesi verilerin p ya gore en uygun hizalanmasini verir. p da tanjant diizleme iz diisiim

tam veya kismi(6l¢ekleme faktorii olmadan) olabilir.

Tam Procrustes iz diigiimii 6zellikle veriler ortalama sekil etrafinda kiimelendiginde daha
kesin analizlerle sonuclanir. Tanjant uzayi Oklidyen ve egrisel uzay olmamasma ragmen
figtirlerin ortalama sekil etrafinda kiimelendigi varsayilmasi ve dlgekleme faktoriiniin 1°e yakin

alinmas1 sonuglar1 az miktarda farklilastirir.
Tam Procrustes iz diisiimii i¢in o (tam Procrustes ortalama sekli)

n

2

i1

p-re’ zj“Z 2.2)

degerini minimum yapacak sekilde segilir ve kismi Procrustes iz diigiimii igin r; =1 secilerek
P

n

2

j=l1

p—eiz j”Z (2.3)

degerini minimum yapacak sekilde secilir. Her iki durumda da p birim biiyiikliige sahiptir

|| p|| =1 dir. (2.2) denklemi ele alindiginda,

2

Zn:
j=1

. i0; * i0;
=Z(p—rje 12,) (p—-rez))
j=1

n
* —-i0; _* * i0; 2 _—i6; _* _i0;
=D (P p-prie iz —preiz, +rle " ze"z))
=1
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Z(p*p -2, Re(em‘p*zj)+ rjz)
j=1

=Y (1-2r;Re(e'" p'z;) +1}) (2.4)
j=1

z jZ]f =p p=1 dir. r; ve 6, lzerinden (2.4) denklemi minimum yapilirsa r; :|p*z J-| ve

0, =—arg(p'z ;) 0; €[0,211) bulunur. (2.2) denklemi

i
Z(l —| Yo Zf|) =N—-p Z z;z;p seklinde yazilabilir. Sonug olarak p, Z Z;z; degerinin ana
= =1 =1

0z vektoriidiir.

Kismi Procrustes iz diisiimii ile tanjant diizlemi koordinatlari; iz diisiim matrisi (I, — pp)
olmak tizere,

Vi e (I, —pp*)zj j=1..,n
seklindedir. Tam  Procrustes iz  disiimi kismi  Procrustes iz  diisimiinden
O, = |Zj ,0| = ,/Z}‘ PL; o biyiikliigii ile farklilasir. Tam Procrustes iz diisiimii ile tanjant
diizlemi koordinatlari;
v =@ (1, - pp))z,

seklindedir. Dolayisiyla, S, tanjant koordinatlarmin (v ; ) 6rnek kovaryans matrisi;

- 1 .
v=— E v; olmak iizere,
n

I - -
S, = HZ(VJ- -v)(v;-v)'
i=1
dir. M =2k -4 sekil uzaymnin boyutu, p=min(n—1,M)olmak iizere, 4, 24, >..21, 20
0z degerlerine karsilik gelen S, nin ortonormal 6z vektorleri y; ler S, nin ana bilesenleridir.
I. veri i¢in j. anabilesenin 6lgiim degeri(skoru)

T N -
Sij =7 (Vi _V) I=1,...,n,j =1,.., p

ve tanjant uzayinda verilerin ana bilesen 6zeti,
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_ P
v =V+Zsij7j i=1..,n

=
ile verilir.
Standartlastirilmis anabilesen Ol¢timleri ise,
cy =S /A7 i=1L.,nj=1.,p
dir. j.anabilesende agiklanan j =1,..., p degiskenligin ylizdesi,
1004,

p
2

ile hesaplanur.
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3. SEKIiL DEGISKENLIGININ iNCE LEVHA MODELLENMESI

Global farkliliklar afin dontistimler gibi genis dlgekli egilimler iken yerel farkliliklar kiiclik
olcekli egilimlerdir. Ornegin birbirine yakin olan nirengi noktalarinda 6ne ¢ikan degisiklikler
kiigiik 6lcekli degisikliklerdir. Global farkliliklar sekiller arasindaki diizgiin degisiklikler iken
yerel farkliliklar deformasyonun geriye kalan bilesenleridir ve daha az diizgiinlerdir. Bookstein
(Bookstein1989;1991) ince levha doniisiimlerini; global afin doniisiime ve kiigiik dlgeklerde

degisikligi vurgulayan yerel deformasyonlar kiimesine ayristirmigtir.

3.1. Deformasyonlar ve Sekil Degiskenliginin Tanimlanmasi

Tamm 3.1.1: R™ de iki adet k xm konfigiirasyon matrisi T =[t,...t,]" ve Y =[y,...y, 1" ile

verilsin. t;,y; € R" olmak iizere T, Y ye deforme edilmek istensin. t;, m-vektorii

T - . . .
t, =[t;[D)...t;(m)]" ile gosterilmektedir.

teR™ den yeR" ye deformasyon, y=®(t)=[®, (t)D,(t)..® (1)]" donisimi ile
tamimlanir. Burada T kaynak ve Y de hedef sekillerdir. ®(t) Deformasyonu asagidaki

ozellikleri saglar:
1- Siireklidir.
2- Diizgiindiir.
3- Birebir ve ortendir.

4- Oteleme, 6lgekleme ve dondiirme déniisiimleri altinda degismeyendir.

3.1.2. D’Arcy Thompson’in Doniisiim Izgaralari

D’Arcy Thompson 1917 de sekil ve biiyiikliik farklarini agiklamak icin bir tiirden diger tiire
deformasyonlar1 ele aldi. Bir nesne iizerinde diizgiin kare 1zgara 6megi c¢izildi ve biyolojik
kisimlar uygun 1zgara bloklarinda iken ikinci nesneyi elde edecek sekilde deforme edildi. Bu
1zgaralar kartezyen doniisiim 1zgaralar1 olarak bilinir. D’Arcy Thompson’in figiirleri elle
cizildiginden kusursuz degildir. 1917 den beri figiirleri daha objektif bir sekilde tekrar

olusturmak tizere bir¢ok ¢aligma yapilmstir.
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Tamm 3.1.3: A singiiler olmayan mxm matris, C mx1 ve a keyfi bir reel say1 olmak {izere
teR™ den yeR"™ ye afin doniisim y=a(At+c) ile verilir. Lineer doniisiim, afin

doniistimiin ¢=0 halidir. T seklinin biitiin noktalarina afin doniisiim uygulandiginda Y sekli elde

edilir.
o 105 0 I e
Ornegin a =1, A= ve C= afin doniisiimii ile farkli iki seklin doniistimii:
0,5 1 0
3
. E ot
4
i 3 v
: /f\ a
! 1 S
/o - A
| (— > /
/
s !
i 1 /-’
.‘I: '/‘
1 rf 2 /s
! \ . s
-4
3 ol t 3 -4 Kl 1 1 3
x X
B
5 y o
4 1 i
3 "‘/( \‘\ ’ I g
Ay - 5 . o e
5 - .
. ; S e o
Jo) . - ] /
P B Z 4
1 ; iy ; //
2 / / - // yd
| oy
. 4 / T Ty
-4 ., -
E N /

Sekil 3.1. Afin doniisiim

3.2. Ince Levha Doniisiimii

Uygulamalarda genel olarak m boyutta m+1 den fazla nirengi noktasi oldugunda afin
doniisiim tam olarak uyarlanamaz ve afin olmayan sekil deformasyonlarina ihtiya¢ duyulur.
Ince levha doniisiimii ince sert metal tabakalara minimum enerji kullanilarak istenilen sekli

verme mekanik problemini ¢6zmek i¢in kullanildiklarindan bu sekilde adlandirilmistir.
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3.2.1. U(r) fonksiyonu

Spline analizinin temeli 6zel bir fonksiyona dayanir. r kartezyen orijinden uzakligi

\Jx* +y? ile belirtirken bu yiizey

2(x,y)=-U(r)=-r’logr’

dir.

Sekil 3.2. Bi harmonik denklemin temel ¢dziimii olan Z(X, Y) = —T : logr : yiizeyinin iistten bakis1. X ile
gosterilen nokta (0,0,0) noktasidir ve denklemin diger sifirlar1 1 yarigapli cemberin iizerindedir.

- isareti sadece gorsel olarak kolaylik sagladigi icin konulmustur. Yiizey sekil 3.2 de X
isareti ile gosterildigi tlizere (0,0,0) noktasini igermektedir. Ayrica fonksiyon r=1 cemberi
tizerinde sifir degerini alir. Sekil 3.2 deki yiizey, yaricapi 1 olan ¢ember ile esmerkezli 1/ Je
yarigapli bir ¢ember boyunca yatay teget diizlem ile degme noktasina sahiptir. U(r)

Fonksiyonu

2 2
2 2
AU z(ax—z-i——ayz) U OC5(O,O)
denklemini saglar. Bu ifadenin sag tarafi orijin hari¢ her yerde sifir olan ve integral degeri 1

olan 6, genellestirilmis fonksiyonu ile orantilidir. (X,y) Diizlemi lzerinde ince gelik tabak

seklinin yiiklenmis oldugu z(X,y) denklemi olan U, A°’U =0 biharmonik denklemin temel

¢Ozlimii olarak adlandirilir.

3.2.2. U(r) Terimlerinin sinirh lineer birlesimleri
Sekil 3.3, biitlin yonlerde sonsuza genisledigini diislindiiglimiiz ¢elik veya diger kati
metallerin ince bir tabaginin matematik modelidir. Tabag1 inceledigimizde seklin merkezinde

eskenar dortgen gibi ¢izilmis J2  kenar uzunluklu kare formda kati bir armatiir oldugunu

gorlriz.
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Sekil 3.3. (0,£1) ve (£1,0) noktalarina kisitlanmig sonsuz bir metal tabagin pargasi

Celik tabak, karenin iki kosegeni arasindaki bir uzakliga ve ayni1 uzaklik diger kdsegenler

arasinda da olacak sekilde sabitlenmistir. Figiirde bu sabitleme X ler ile gdsterilmektedir.

Sekil 3.3 deki yiizey karenin dort kdsesinin her birinde tanimli U(r) fonksiyonlarinin
lineer birlesimi olarak,
2% Y) =U (X" +(y=1)71") = ([(x+1)* +y*]"?)
HOCH (YD) = (=D 4y 1)
=Y DUy i) =+=1)
seklinde yazilabilir. U (r) Fonksiyonlari, bir kdsegenin uglarinda +1, diger kdsegenin uglarinda

-1 katsayilarini almiglardr.

Oncelikle diiz olan sonsuz tabagin sirastyla iist ve alt koselerine sabitlenmesi ile A’z =0

biharmonik denkleminin ¢oziimii olan z(X,Yy) uyumludur. Celik bu formu yer degistirmeler
kiiclik oldugunda alir ¢iinkii en diislik fiziksel bilkme enerjisinin konfiglirasyonu olan z(X,Y)

fonksiyonu verilen kisitlar ile uyumludur.
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Az biikiilen ince ¢elik i¢in nokta tizerindeki biikme enerjisi,

0’z 0’z
)+ ()’

OXoy oy

o’z
—) +2
(6x2 (
degeri ile orantilidir ve net enerji biitiin tabak iizerinde bu degerin (kuadratik degisim) integrali

ile orantilidir. Yani, i* da (=1)**' degerini alan biitiin

2(x,y) = 3. (DU (|6, y)-i*)
fonksiyonlarinin sinifi
0’z

0’z , 5
axé'y) + (W) 1

0’7,
e’ +2(

ifadesini minimum yapar.

Orijinden uzaklasildiginda tabak daha ilging bir konfigiirasyon halini alir ve biitiin yonlerde
asimptotik olarak diizdiir. Aynm1 diizlemde olmamasia ragmen bu seviyeler sonsuzda farkl

yonlerde farklidirlar. Sekil 3.3 de spline edilmis koselerin goriilebilir sinirlari yer almaktadir.

Ay’ -x°)
i

X +y*+1

Bu ifade, paydadaki +1 terimi ihmal edildiginde 2arctan(y/X) agisinin 2 katinin kosiniisiiniin

Biiyiikk r> = x> +y? i¢in 1/r sifira yaklasirken z(X,Y), degerine indirgenir.

-4 katidir. Boylece metal yaprak, armatiiriin iistiinde bulunan noktalardaki dort birimin bir
kosegen boyunca ve armatiiriin altinda bulunan noktalardaki dort birimin diger kosegen

boyunca uzaklasmasiyla (0,0) dan uzaklasarak form halini alir.

Armatiiriin noktalarinda bu 6zel diizlemin yiiksekligi
+2(1,0) = H{-2U (+/2 + U (2)]

=+[-2(+/2)? log2 + 2% log 4] = +2,77 dir.

Diizlemin sonsuzdaki yiiksekliginde degisim armatiir diizleminin {izerindeki kisitlardan
daha biiyiiktiir. Ince levha doniisiimii ve onun minimum yapti1 enerji, gdrsellestirme ve

animasyon gibi diger ¢esitli verilere de genellestirilebilir.
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3.2.3. Nirengi noktalarimin keyfi kiimelerinin uygulamalari
Celik tabagin sadece karenin kdse noktalart degil de noktalarin herhangi bir birlesiminde

temel diizlemin iistiinde veya altinda nasil sabitlendigi diisiiniilebilir. Bu kisitlar altinda tabak
en az bilkme enerjisi konumuna uyar. Onun formunun tanimi r”logr’® terimlerinin lineer

birlesimleri olur. Biharmonik denklemin temel ¢6ziimleri bilginin 6zellestirildigi her noktada

merkezlenmistir.

t; j=1,..k birinci seklinden y; i=1,....k ikinci sekline giden (2x1) nirengi noktalarini

T

ele alahm. T ve Y (k x2) matrisleri; T =[t;t,..t. 1", Y =[y, Y,..y,]" olmak iizere 2 boyutlu

deformasyon
(Y, =@, () r=12 j=1L..,k (3.1)
ile yazilabilir.
Tanim 3.2.4:
2
0y 2 I ey Ie>0 )
0 Jrl=0
t(2x1),
s)=U(t-t),..,Uut-t)" (kxl) (3.3)

olmak tizere

#(t) = (4 1).4,0)

=c+ At+Ws(t) 34

iki degiskenli fonksiyonuna ince levha doniisiimii ¢ifti denir.

c (2x1), A(2x2) ve W (kx2) olmak tizere doniisiimiin 2k+6 adet parametresi vardir.

(3.1) denkleminde 2k enterpolasyon kisiti vardir ve 6 kisit da biikme enerjisi denkleminden

(3.3.1. Tanim) elde edilecektir.
1’W=0,T'W=0 (3.5)

(3.5) denklemini saglayan ince levha doniisiimii ¢iftlerine dogal ince levha doniisiimleri denir.



34

(3.1) ve (3.5) denklemi matris formunda

s 1, T|[w] [Y
I 0 offc|=|0 (3.6)
TT 0 0o||A"| |0

olarak yazilabilir. Burada

(S); =U(t; —t;) ve k tane 1 den olusan vektordiir. (3.6) denkleminde

S 1, T
r=| 17 0o o
TT 0 0

olarak gosterilsin. Bu matris simetrik ve pozitif tanimlidir. S nin tersi mevcut oldugunda I

matrisinin de tersi mevcuttur. Sonug olarak,

wl [s 1. TTTY Y
=11 o0 o o] =T"0
A T 0 0 0 0
elde edilir.
All A12

Teorem 3.2.5: A= {
Ay Ay

} pozitif tanimli simetrik bir matris A nin tersi olan

B, B
matrisi B =[ ! ]2} bigiminde tanimli ve her bir A; ile B, ler m; xm; boyutundan ise
21 22

All_l = Bll - Blszz_l le
dir.

Ispat: A=B"' oldugundan AB = | yazilabilir. Dolayisiyla,

(All AIZJ(BII Ble: |
A21 A22 B21 B22

AllBll + AIZBZI =1 ve AIIBIZ + AIZBZZ =0

ve buradan da

yazilabilir. 2. denklemde A,, degeri
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A, =-AB, Bzzil
seklinde alindiginda ve bu deger 1. denklemde yerine konuldugunda
AB - AllBIZBZZ_lBZI =1
elde edilir. Her iki taraf A, ile carpilarak
All_l =B, - Blszz_l B,,
sonucu elde edilir. o

Teorem geregi I'™' matrisi I''' kxk ve I'*' 3xk olmak iizere, I'"'

F_l _ r]l 1—~12
1—1 21 F22
seklinde ifade edilirse,

1—~11 — S—l _S—IQ(QTs—IQ)—lQTs—l

FZl — (QTsle)leTsfl — (FIZ)T (37)
1—~22 — _(QTs—lQ)—l
dir. Yukaridaki denklemlerde Q = [l«,T] dir. Buradan da (4) denkleminden
W =T"Y
CT
[AT} =T (3.8)

bulunur.

3.3. Biikme (Bending) Enerjisi

Tamm 3.3.1: T (k xk) matrisine biikme (bending) enerji matrisi denir ve B, ile gdsterilir.
Biikme enerjisi matrisinde 3 kisit vardir. Kisitlar:

1'B,=0, T'B, =0

dir. Biikkme enerjisi matrisinin ranki1 k=3 diir. T den Y ye giden biitiin (3.4) dontisiimleri toplam
bilikme enerjisini minimum yapar. Toplam biikme enerjisi;

2 82CDJ- 2 82CDJ- 2 ach)j 2
I@) =Y [ 50+ 2 oy T (3.9)

olarak ifade edilir.
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Kent ve Mardia tarafindan basitce ispatlanan minimum biikme enerjisi de

J(®@) =iz(W'Sw) =iz(YT"Y) (3.10)
seklinde ifade edilebilir.

Bir deformasyon 1zgarast hesaplanirken, ihtiyactan fazla bir yerel bilkkme ya da verinin
olmadigi yerde biikiilme olmasi beklenmemelidir. Dolayisiyla, ince levha doniisiimleri ¢iftinin
minimum biikiilme 6zelligi bir cok uygulama igin ¢ok kullanishdir. Ince levha déniisiimii kolay
bir analitik ¢6ziim oldugundan ¢ok popiilerdir. Deformasyon m boyuta da genellestirilebilir.
Ayrica ince levha doniigiimiiniin jakobiyen matrisinin determinanti nirengi noktalarindaki
genisleme ve daralma katsayilarini verir. Katsayilar 1 den biiylikse genislemeyi 1 den kiigiikse

daralmayi ifade eder.

3.3.2. Doniisiim 1zgaralari

D’Arcy Thompson’in (Thompson 1917) orijinal diislinceleri takip edilerek T
konfigiirasyon matrisinden Y konfigiirasyon matrisine deformasyonlar i¢in doniisiim 1zgaralari,

ince levha doniisiimleri kullanilarak tretilebilir.
1. sekilin lizerine bir diizgiin kare 1zgara ¢izilir. Izgaradaki iki dogrunun kesistigi

her t, noktasinda ve bu noktanin 2. sekildeki y, =®(t,) i=1L..,n karsilig1 ince levha

doniisiimii ile hesaplanir. Burada n 1zgara ilizerindeki kesisen nokta sayisi veya birlesme
yerlerinin sayisidir. Ikinci sekil iizerinde deforme edilmis 1zgara olusturmak icin birlesme
noktalar1 birinci sekil aym sirada dogrularla baglamir. Ince levha déniisiimleri 1.sekil
iizerindeki diizgiin kare 1zgaradan 2. sekile deformasyonun doniigiim 1zgarasini elde etmek igin
kullanilir. Sonuglanan enterpolant doniisiim 1zgaralarinin miimkiin oldugunca az biikiilmesini

saglar.

Ornek 3.3.3: Bookstein ‘in (1989) kareyi catiya doniistiirme islemini ele alnsm. 2 boyutta

k =4 nokta T ve Y matrisleriyle su sekilde verilsin.

0 1 0 0,75

-1 0 -1 0,25
T= Y =

0 -1 0 -125

0 1 025
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It —t. = VO - (1) +(1-0)* =2
=[t -t =[t, —t [ =t —t, [ =[ts ~t. ] =[t; -t =t —t.][=[t, -]

A%~

It —t,] = /(0-0)* + (1—(-1))> =2
= "tz _t4|| = ||t3 _t1|| = ||t4 _tzu

dir. S11 :U(tl _t1)> 812 :U(tl _tz): 813 :U(tl _t3)» S14 :U(tl —'[4), s S41 :U(t4 _t1)>
342 :U(t4 _tz)a S43 :U(t4 _ta)’ S44 :U(t4 _t4)

Ut, —t,)=U(0)=0
Ut ~t,)=U2) = V2] log(V2| = 0.6931=a2

U, -t)=UQ®)= ||2||2 10g(||2|| =2,7726 =b dolayisiyla,

D T v O
T oo O D
v O v T
S 9 T o

denklem (3.7) geregi
Be — 1—\11 — Sfl _ Sle(QTsle)leTsfl

oldugundan (Q =[1,,T])
-1
B, =0.1803

bulunur. Denklem (3.8) geregi W =T""'Y oldugundan

1 -1 1 -1} 0 0,75 0 -0.1803

-1 1}-1 025 | |0 0.1803
-1 1 -1[ 0 -125| [0 —0.1803
-1 1 -1 1|1 025 0 0.1803

-1
W =0,1803 {
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c’ .
{ }z I'*'Y oldugundan, c=0 A=1, elde edilir. Dolayistyla ®(t) ince levha déniisiimii

AT
4 .
d(t) = (t[1],t[2]+ 0.18032 (D'U(t; -t ) dir.
j=1
Tanmm 3.3.4 (jakobien matris): U c R” ve V < RY agik kiimeler olmak iizere, h:U —»V
stirekli bir fonksiyon olsun. (y,,Y,,...,¥,) =h(X;,X,,...,X,) yazlabilir. Eger h fonksiyonunu
oy, /0x; j=1..,p ve k=1,..,q sonlu kismi tiirevlerine sahipse h fonksiyonu U {izerinde

diizgiin ve diferensiyellenebilirdir.

Eger biitiin kismi tiirevler siirekli fonksiyonlar ise h U iizerinde C' smifindandir denir. U

da keyfi bir h:U —V diizgiin fonksiyonu ve keyfi bir nokta X =(X,,...,X,) olmak izere,

kismi tiirevlerin matrisi olan jakobiyen matrisi

N M
X ox,
A=| :
TR
ox  ox,

dir. (jh), =det(A) degeri h’m X tizerindeki jakobiyenidir. Jakobiyen, X — h(x) doniisiimi ile
X in etrafindaki hacimsel degisiklik oranini dlger (Small 1996).

Ornek 3.3.5: Ornek 2.5 tekrar ele alinsin.
t[1]
D(t) = 2]+ 0.180324: (~1)iUt —t)) idi. Ayrica, (4) nolu denklemde belirtildigi {izere

j=1

®(t) =c+ At +W "s(t) oldugundan

U(t_tl)

1 0 0 0 0 0 u-t,)
Ot)=0+ t+

0 1 -0,1803 0,1803 —-0,1803 0,1803|U(t-t,)

u-t,)
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st MEME BN

seklinde yazilabilir. Burada A,

A=0,1803 (—1)'(x = x)* +(¥ - ¥,)* log(/(X—X)> +(y - ¥,)°

i=1

X u
dir. ©(x,y)= } = [ } 3.3.4 tamima gore jakobiyen matrisi

Y+A| |V
o]
| ox oy -
j= o v oldugundan ve
ox oy

4
det j = 0,1803Z(y —y;)og((X = X; ) (Y- Y; )*)+1) degeri bulunur. Her bir nokta igin X ve

j=1
y degerleri yerine yazildiginda noktalara ait genisleme katsayilar1 elde edilir. Ornegin (1,0)

noktasindaki genisleme katsayis1 0,75 tir. Digerleri de benzer sekilde bulunabilir.

Ince levha doniisiimii afin ve afin olmayan olmak iizere iki kisma ayrilir. Sadece afin
olmayan kisim biikkme enerjisine katilir ve dolayisiyla afin dontisiimlii iki konfiglirasyonun

toplam biikme enerjisi sifirdir.

3.4. Ana ve Kismi Warp Ayrisimlari
Tanim 3.4.1: t e R* den y e R’ ye k adet noktay1 T den Y ye (k x2) matrisleriile enterpole
eden ince levha doniisiimii ele alinsim. (kxk) biikme enerji matrisi olan B, nin 6z degerleri

0< 4 <4, £...4._; olmak lizere bunlara karsilik gelen 6z vektorler de y,,7,,...,7,_; dir. Bu

0z vektorlere ana warp 0z vektorleri ve 6z degerlere de biikme enerjileri ismi verilir. Bu

fonksiyonlar,
s() =U(t-t),....ut-t))’

olmak tizere
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P_T :j/jTS(t) j=1,...,k—3 tur.

]

Burada 6z deger ve 6z vektorler, en kiigiik 6z deger A, ve ona karsilik gelen 6z vektorde

birinci ana warp olacak sekilde dizilmislerdir. Ana warplar ikinci sekil olan Y ye bagl degildir.
Ana warplar ince levha doniisiimiinii agiklayan ortogonal baz1 kurmak i¢in kullanilirlar ve ayni

zamanda ortonormaldirler.

Ana warp deformasyonlari, iki boyutlu t nin tek degiskenli fonksiyonlaridir ve diizlem
iizerinde yiizeyler veya diizey haritalar1 olarak gdosterilirler. Doniisiim 1zgaralarinin farkli bir
¢izimi ise t den y ye her bir j ve belirli ¢, ve ¢, degerleri i¢in

y=t+(c,P,c,P,")
dir.
Tanim 3.4.2: Kismi warplar;
T T T T T
Ry =Y 4,7;P, =Y 4;7; s(V)

i
olmak iizere, k-3 adet iki degiskenli R jT fonksiyonunun kiimesi olarak tanimlanir.
T denY ye . kismi warp 6l¢iim degeri (skoru)

(p,.p) =Yy, j=L...k=3
tiir ve her bir kismi warp i¢in iki adet 6l¢lim degeri vardir.

Ince levha déniisiimlerinin afin olmayan kismi kismi warplarin toplami olarak
k-3 T
WTs(t)=>'R,
i=1

ile ifade edilir. j. kismi warp en yiiksek agirhi@mi j. ana warpta alan nirengi noktalarinin
hareketi ile iligkilidir. j. kismi warp, 6l¢iim degeri her bir kartezyen eksende T kaynak

seklinden Y hedef sekline olan deformasyonun j. ana warpinin katkisini gosterir.

Kismi warplar iki degiskenli fonksiyonlardir ve T {iizerindeki kare 1zgaranin

deformasyonlar1 olarak c¢izimlerde gosterilirler. Ayrica, eger t orijinal konfiglirasyonun
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diizleminde bir nokta ise, bu noktay1 y =t+R jT ye deforme ederek j. kismi warpin 1zgarasi

elde edilir. Dolayisiyla, deformasyonun iyi bir sekilde anlasilabilmesi kismi warplarin
yorumlari ile gergeklesir. Ayrica ince levha doniigiimiiniin tam bir ayrigimi i¢in afin doniigiim

de deforme edilmis 1zgara olarak gosterilmelidir.

Kismi warplar, birinci sekilde noktalar1 hareket ettirmek icin istenen bitkmenin degerine
gore siralanarak deformasyonun afin olmayan kisimlarini verirler. Uygulamalarda bu durum,
kismi warplarin gesitli 6lceklerde deformasyon belirtmesi ile sonuglanir. Oz degerlerin biiyiik
degerleri (biiyiik j ler) kiiciik 6lgekli yerel deformasyon belirtirken, 6z degerlerin kiigiik
degerleri biiyiikk olgekli global deformasyonlar1 belirtir. Dolayisiyla, birinci ana ve kismi
warplar seklin genis Ol¢ekli biikiilmesine karsilik gelirken sonuncu ana ve kismi warplar en

kiigiik 6lcekte birbirine en yakin nirengi noktalari ile ilgilenir.

3.5. Afin Katki

Yo ve T, birim biiyiikliikteki konfigiirasyonlar1 verildiginde sekiller arasinda kareli

Procrustes uzakligi (1.6.1. Tanim) afin kismin katkis1 ve afin olmayan kismin katkisi olarak
d.’(Y,T)=afinkatki+d_*(T,T)

seklinde ayristirilabilir. Burada,
) k-3
T=T+>R/
i=1

dir. Afin katk: yiizdesi

|4

4
de*(Y,T) @

denklemi ile bulunur. Bu afin katki payinin bulunmasinda izlenen adimlar asagidaki algoritma

ile verilebilir.
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AO: Bagla

ATl: k adet nirengi noktasi i¢in (k-1)xk tipinde H helmert matrisini hesapla.

A2: T nin 6n sekli olan Z, i bulmak i¢in 6nce ||HT|| yi ||HT|| =,/iz(T'H'HT) denklemi ile
hesapla ve buldugun degeri

Z = HT denkleminde yerlestir.

Ml
A3: T +W'S formiliiyle T matrisini bul.
Ad4: 'IA' nin 6nseklini ifade eden Z,yi bul.(A2)

AS: Z,'Z,Z,'Z, matrisinin 6zdegerlerini hesapla. (bu 6zdegerler Procrustes uzaklik

hesaplanirken kullanilacak olan 6zdegerlerdir.)

A6: T ve T arasindaki Procrustes uzakhigmi dZ (T, T)=1- (Z

i=1

A.)* denklemi ile bul.(Buradaki

A ler AS te bulunan 6zdegerlerin karekokleridir.)

A7:Y ve T arasindaki Procrustes uzakligini bulmak icin Y nin 6n sekli olan Z, ;6nce
[HY|lyi[HY | = \fizY TH'AY) ile bularak Z, = "

A8: A2. adimda hesaplanan Z, ve Z, &n sekillerini kullanarak Z,Z,Z, Z, matrisinin

0zdegerlerini hesapla.

A9: Y ile T arasindaki Procrustes uzakligim dZ (Y,T)=1- (Zﬂ,, )* ile bul. (Buradaki A ler A8
i1

de bulunan 6z degerlerin karekokleridir.)

A10: T den Y ye olan Ince levha déniisiimiiniin afin katk1 yiizdesini (4) denklemi ile hesapla.

All: Son.
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4. UYGULAMA

Bu ¢aligmada 80 adet denekten hem sag el hem de sol el ile Bursa ilinin harflerinin biiytik
harflerle yazilmasi istenmistir. Denekler; 20 adet sag eli baskin olarak kullanan kadin, 20 adet
sol eli baskin olarak kullanan kadin, 20 adet sag eli baskin olarak kullanan erkek ve 20 adet sol
eli baskin olarak kullanan erkek olmak tizere dort farkli gruptan olugsmaktadir. Tek bir harf i¢in
160 adet sekil elde edilirken biitiin harfler degerlendirildiginde 800 adet sekil elde edilmis ve
bu 800 adet sekil ince levha déniisiimii yardimu ile analiz edilmistir. Izlenen adimlar ise kisaca
su sekilde oOzetlenebilir: Tpsdig programi ile her bir harf iizerinde nirengi noktalar
belirlenerek, R programinda nirengi noktalarmin Procrustes koordinatlari hesaplanmistir.
Analizleri yapilacak doniistimler igin sekil konfigiirasyonlar: olusturulmus, ince levha
doniisimii 1zgaralar1 ve kismi warp ayrisimlar1 elde edilmistir. Ayrica tanjant koordinatlar

belirlenerek ana bilesenler analizi yapilmistir.

Calismanin devaminda sag el ile yazilmig olan harflerin baginda “sag”, sol el ile yazilmis
olan harflerin baginda “sol” ifadeleri kullanilmistir. Ornegin “sag el ile yazilmis B harfi”
ifadesi yerine “sag B” ifadesi kullanilmistir. Ayrica, sag eli baskin olarak kullanan kisiler
saglak, sol eli baskin olarak kullanan kisiler solak olarak nitelendirilmislerdir.Analizi yapilan

ince levha doniisiimleri ise sirasiyla su sekildedir:
1- Saglak erkekte sag B den sol B ye ince levha doniistimii
2- Saglak kadinda sag B den sol B ye ince levha dontigiimii
3- Solak erkekte sol B den sag B ye ince levha doniisiimii
4- Solak kadinda sol B den sag B ye ince levha doniistimii
5- Sag B de saglak kadindan saglak erkege ince levha doniisiimii
6- Sag B de solak kadindan solak erkege ince levha doniistimii
7- Sol B de saglak kadindan saglak erkege ince levha doniistimii

8- Sol B de solak kadindan solak erkege ince levha doniisiimii
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4.1. B Harfi

B harfinin lizerinde 10 adet nirengi noktasi belirlenmistir. Sekil 4.1.1 belirlenen nirengi
noktalarini gostermektedir. 4.1.1. boliimde; genisleme daralma katsayilarini gosteren 8 adet
ince levha doniisiimii 1zgarast verilmistir ve en yiiksek genisleme ve daralmanin
gergeklestigi nirengi noktalar1 belirtilmistir. Doniisiimlerdeki sekil degiskenlikleri (Tanim
1.4.7) ve ortalama sekiller arasindaki riemann uzakliklart (Tanim 1.6.6) 4.1.2. boliimde ele
almmugtir. 4.1.3. boliimde ise doniisiimlerin kismi warp ayrisimlarina yer verilmistir. Bu
boliimde 6zellikle doniisiimlerin sirastyla en genis 6l¢ekli degisimini agiklayan ve en yerel

degisimi gosteren kismi warp ayrisimlart bulunmaktadir.

Sekil 4.1.1. B harfinin {izerinde belirlenen 10 adet nirengi noktasi

4.1.1. ince levha déniisiimii 1zgaralar ve genisleme-daralma katsayilari

Sekil 4.1.2. Saglak erkekde sag B den sol B ye Sekil 4.1.3. Saglak kadinda sag B den sol B ye

Ince levha déniisiimii. En biiyiik genisleme 10 Ince levha déniisiimii. En biiyiik genisleme 1
nolu nirengi noktasinda en bilyiik daralma ise 7 nolu nirengi noktasinda en biiyiik daralma ise 3

nolu nirengi noktasinda olusmustur. nolu nirengi noktasinda olusmustur.
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139

Sekil 4.1.4. Solak erkekde sol B den sag B ye Sekil 4.1.5. Solak kadinda sol B den sag B ye

Ince levha déniisiimii. En biiyiik genisleme 7 Ince levha déniisiimii. En biiyiik genisleme 10
nolu nirengi noktasinda en biiyiik daralma ise 1 nolu nirengi noktasinda en biiyiik daralma ise 2
nolu nirengi noktasinda olugmustur. nolu nirengi noktasinda olusmustur.

Sekil 4.1.6. Sag B de saglak kadindan saglak Sekil 4.1.7. Sag B de solak kadindan solak

erkege ince levha doniigiimii. En biiyiik genisleme 1 erkege ince levha doniisiimii. En biiyiik
nolu nirengi noktasinda en biiyiik daralma ise 5 genisleme 6 nolu nirengi noktasinda en biiyiik
nolu nirengi noktasinda olugsmustur. daralma ise 9 nolu nirengi noktasinda olugsmustur.

Sekil 4.1.8. Sol B de saglak kadindan saglak Sekil 4.1.9. Sol B de solak kadindan solak
erkege ince levha doniigiimii. En biiyiik genisleme erkege ince levha déniisiimii. En biiyiik genis-
8 nolu nirengi noktasinda en biiyiik daralma ise 2 leme 6 nolu nirengi noktasinda en biiyiik daral-

nolu nirengi noktasinda olusmustur. ma ise 2 nolu nirengi noktasinda olugmustur.
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4.1.2. Sekil degiskenlikleri ve riemann uzakhklari

Cizelge 4.1.1. Sekil degiskenlikleri

Kadin Erkek

Saglak Sag B deki sekil 0.1891 0.2112
degiskenligi

Sol B deki sekil 0.2009 0.2065
degiskenligi

Solak Sag B deki sekil 0.2060 0.2197
degiskenligi

Sol B deki sekil 0.1818 0.1845
degiskenligi

Cizelge 4.1.2. Sag ve sol B de kadin ile erkek ortalama sekilleri arasindaki riemann uzakliklar

1

Kadin ile erkek ortalama
sekilleri arasi riem. uzakligi
SAGLAK SAG B 0.1056
SOL B 0.0433
SOLAK SAG B 0.0967
SOL B 0.493

Cizelge 4.1.3. Kadin ve erkekte sag B ile sol B ortalama

ekilleri arasindaki riemann uzaklig1

Sag B ile Sol B ortalama
sekilleri arasi riem. uzaklig1

SAGLAK KADIN 0.0810
ERKEK 0.1367
SOLAK KADIN 0.1216
ERKEK 0.1101

4.1.3. Kismi warp ayrisimlari

LT
AW

T S
) T
R ma

S

Sekil 4.1.10. Saglak erkekte sagB den sol By

sirasiyla 1. ve 7. kismi warp1
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Sekil 4.1.12. Solak erkekte solB den sag B ye doniistimiin
sirasiyla 1. ve 7. kismi warp1
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Sekil 4.1.13. Solak kadinda solB den sag B ye doniisiimiin
sirastyla 1. ve 7. kismi warp1
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Sekil 4.1.14. Sag B de saglak kadindan saglak erkege doniisimiin
sirasiyla 1. ve 7. warpi
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Sekil 4.1.15. Sag B de solak kadindan solak erkege doniisiimiin
strastyla 1. ve 7. kismi warpi
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Sekil 4.1.17. Sol B de solak kadindan solak erkege doniisiimiin
strastyla 1. ve 7. kismi warp1

4.2. U Harfi
U harfinin iizerinde 9 adet nirengi noktasi belirlenmistir. Sekil 4.2.1 de isaretlenen nirengi

noktalar gosterilmektedir. 4.2.1. boliimde; genisleme daralma katsayilarini gosteren 8 adet
ince levha doniisiimii 1zgaras1 verilmistir ve en yiiksek genisleme ve daralmanin
gergeklestigi nirengi noktalar belirtilmistir. Doniistimlerdeki sekil degiskenlikleri (Tanim
1.4.7) ve ortalama sekiller arasindaki riemann uzakliklar1 (Tanim 1.6.6) 4.2.2. bolimde ele
almmugtir. 4.2.3. boliimde ise doniigiimlerin sirasiyla en genis 6lgekli degisimini agiklayan

ve en yerel degisimi gosteren kismi warp ayrigimlart bulunmaktadir.
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Sekil 4.2.1. U harfinin {izerinde belirlenen 9 adet nirengi noktasi

4.2.1. Ince levha déniisiimii 1zgaralar

Sekil 4.2.2. Saglak erkekde sag U dan sol U ya Sekil 4.2.3. Saglak kadinda sag B den sol B ye
ince levha doniistimii. En biiyiik genisleme 1 Ince levha déniisiimii. En biiyiik genisleme 9
nolu nirengi noktasinda en biiyiik daralma ise 5 nolu nirengi noktasinda en biiyiik daralma ise 5
nolu nirengi noktasinda olusmustur. nolu nirengi noktasinda olusmustur.

T =

Sekil 4.2.4. Solak erkekde sol U dan sag U ya Sekil 4.2.5. Solak kadinda sol U dan sag U ya
Ince levha doniigtimii. En biiyiik genisleme 4 Ince levha doniistimii. En biiyiik genigleme 1
nolu nirengi noktasinda en biiylik daralma ise 1 nolu nirengi noktasinda en biiyiik daralma ise 8

nolu nirengi noktasinda olugsmustur. nolu nirengi noktasinda olusmustur.
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Sekil 4.2.6. Sag U da saglak kadindan saglak Sekil 4.2.7. Sag U da solak kadindan solak
erkege ince levha doniisiimii. En bilyiik genisleme9 erkege ince levha doniisiimii. En bilyiik
nolu nirengi noktasinda en biiyiik daralma ise 5 genigleme 3 nolu nirengi noktasinda en biiyiik
nolu nirengi noktasinda olugsmustur. daralma ise 7 nolu nirengi noktasinda olugsmustur

Sekil 4.2.8. Sol U da saglak kadindan saglak Sekil 4.2.9. Sol U da solak kadindan solak
erkege ince levha doniisiimii. En biiyiik genisleme erkege ince levha déniisiimii. En biiyiik genis-
6 nolu nirengi noktasinda en biiyiik daralma ise 1 leme 9 nolu nirengi noktasinda en biiyiik daral-
nolu nirengi noktasinda olusmustur. ma ise 4 nolu nirengi noktasinda olugmustur.

4.2.2. Sekil degiskenlikleri ve riemann uzakhklari

Cizelge 4.2.1. Sekil Degiskenlikleri

Kadin Erkek
Saglak Sag U daki sekil 0.1954 0.1777
degiskenligi
Sol U daki sekil 0.1647 0.1730
degiskenligi
Solak Sag U daki sekil 0.1532 0.1923
degiskenligi
Sol U daki sekil 0.1565 0.1494
degiskenligi
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Cizelge 4.2.2. Sag U ve Sol U da kadin ile erkek ortalama sekilleri arasindaki riemann uzakliklar
Kadin ile erkek ortalama
sekil arasi riem. uzakligi

Saglak Sag U 0.0489
Sol U 0.0365
Solak Sag U 0.0400
Sol U 0.0384

Cizelge 4.2.3.Kadin ve erkekte Sag U ile sol U ortalama sekilleri arasindaki riemann uzakligi
Sag U ile Sol U ortalama
sekil aras1 Riem. uzakligi

Saglak Kadin 0.0723
Erkek 0.0440
Solak Kadin 0.0398
Erkek 0.0554

4.2.3. Kismi warp ayrisimlari
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Sekil 4.2.10. Saglak erkekte sag U dan sol U ya déniisiimiin
sirasiyla 1. ve 7. kismi warp1
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Sekil 4.2.11. Saglak kadinda sag U dan sol U ya doniisiimiin
sirasiyla 1. ve 7. kismi warp1
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Sekil 4.2.12. Solak erkekte sol U dan sag U ya doniisiimiin

strastyla 1. ve 7. kismi warpi
strastyla 1. ve 7. warpi

strastyla 1. ve 7. kismi warpi

Sekil 4.2.13. Solak kadinda sol U dan sa;

Sekil 4.2.14. Sag U da saglak kadindan saglak erkege doniigiimiin
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Sekil 4.2.15. Sag U da solak kadindan solak erkege doniisiimiin
strastyla 1. ve 7. kismi warpi



53

N
ERRRE=zazancass-cs
[ELERE NN !
IAEREN |
ERunmNEE =xamErel
[AEEREREE I.'.'.'.'.'.'i".|r
At RN
A
|
HAAAH .'.'|.'.'.'.'.'+ﬂI
i
1
[ T
EEER AR |
T
T |
Sekil 4.2.16. Sol U da saglak kadindan saglak erkege doniisiimiin
Sirasiyla 1. ve 7. kismi warp1
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Sekil 4.2.17. Sol U da solak kadindan solak erkege doniisiimiin
sirastyla 1. ve 7. kismi warp1
4.3. R Harfi

R harfinin iizerinde 11 adet nirengi noktasi isaretlenmistir. Sekil 4.3.1 isaretlenen nirengi
noktalarin1 gdstermektedir. 4.3.1. boliimde; genisleme daralma katsayilarini gosteren 8 adet
ince levha doniisiimii 1zgaras1 verilmistir ve en yiiksek genisleme ve daralmanin gergeklestigi
nirengi noktalar1 belirtilmistir. Dontisiimlerdeki sekil degiskenlikleri (Tanim 1.4.7) ve ortalama
sekiller arasindaki riemann uzakliklar1 (Tanim 1.6.6) 4.3.2. boliimde ele alinmistir. 4.3.3.
boliimde ise doniisiimlerin kismi warp ayrigimlarina yer verilmistir. Bu boliimde &zellikle
doniisiimlerin sirastyla en genis Olcekli degisimini aciklayan ve en yerel degisimi gdsteren

kismi warp ayrisimlar: bulunmaktadir.

Sekil 4.3.1. R harfinin {izerinde belirlenen 11 adet nirengi noktasi.
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4.3.1. ince Levha déniisiimii 1zgaralar

Sekil 4.3.2. Saglak erkekde sag R den sol R ye Sekil 4.3.3. Saglak kadinda sag R den sol R ye
ince levha doniistimii. En biiylik genisleme 11 ince levha doniistimii. En biiyiik genisleme 1
nolu nirengi noktasinda en biiyiik daralma ise 8 nolu nirengi noktasinda en bilyiik daralma ise 8
nolu nirengi noktasinda olusmustur. nolu nirengi noktasinda olusmustur.

Sekil 4.3.4. Solak erkekde sol R den sag R ye Sekil 4.3.5. Solak kadinda sol B den sag B ye
ince levha doniisiimii. En biiyiik genisleme 1 Ince levha déniisiimii. En biiyiik genisleme 1
nolu nirengi noktasinda en biiylik daralma ise 8 nolu nirengi noktasinda en biiyilik daralma ise 9
nolu nirengi noktasinda olusmustur. nolu nirengi noktasinda olusmustur.

iU 12
Sekil 4.3.6. Sag R de saglak kadindan saglak Sekil 4.3.7. Sag R de solak kadindan solak
erkege ince levha doniigiimii. En biiyiik genisleme 2 erkege ince levha doniisiimii. En biiyiik
nolu nirengi noktasinda en biiyiik daralmaise 11 genigleme 4 nolu nirengi noktasinda en biiyiik

nolu nirengi noktasinda olusmustur. daralma ise 8 nolu nirengi noktasinda olugsmustur
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Sekil 4.3.8. Sol R de saglak kadindan saglak Sekil 4.3.9. Sol R de solak kadindan solak
erkege ince levha doniistimiil. En biiyilik genisleme erkege ince levha déniisiimii. En biiyiik genis-
7 nolu nirengi noktasinda en biiyiik daralma ise 1 lemel1 nolu nirengi noktasinda en biiyiik daral-
nolu nirengi noktasinda olusmustur. ma ise 3 nolu nirengi noktasinda olugmustur.

4.3.2. Sekil degiskenlikleri ve riemann uzakhklar

Cizelge 4.3.1. Sekil Degiskenlikleri

Kadin Erkek
Saglak Sag R deki sekil 0.1986 0.2031
degiskenligi
Sol R deki sekil 0.2575 0.2206
degiskenligi
Solak Sag R deki sekil 0.2125 0.2381
degiskenligi
Sol R deki sekil 0.2142 0.1935
degiskenligi

Cizelge 4.3.2. Sag R ve Sol R de kadin ile erkek ortalama sekilleri arasi riemann uzakliklari
Kadin ile erkek ortalama
sekil arasi1 riem. uzaklig

Saglak Sag R 0.0795
Sol R 0.0889
Solak Sag R 0.0679
Sol R 0.0519

Cizelge 4.3.3. Kadin ve erkekte Sag R ile Sol R ortalama sekilleri arasindaki riemann uzakligi
Sag R ile Sol R arasi Riem.

Uzaklig1
Saglak Kadmn 0.1984
Erkek 0.1476
Solak Kadin 0.1489
Erkek 0.1528
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4.3.3. Kismi warp ayrisimlari
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Sekil 4.3.10. Saglak erkekte sag R den sol R ye doniisiimiin
sirastyla 1. ve 7. kismi warp1
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Sekil 4.3.11. Saglak kadinda sag R den sol R ye doniisiimiin
strastyla 1. ve 7. kismi warpi
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Sekil 4.3.12. Solak erkekte sol R den sag R ye doniistimiin
sirasiyla 1. ve 7. kismi warp1

Sekil 4.3.13. Solak kadinda sol R den sag R ye doniisiimiin
strastyla 1. ve 7. kismi warp1



57

AR
ARITIIRERE

i

Sekil 4.3.14. Sag R de saglak kadindan saglak erkege doniisiimiin
strastyla 1. ve 7. warpi
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Sekil 4.3.15. Sag R de solak kadindan solak erkege doniisiimiin
sirasiyla 1. ve 7. kismi warp1
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Sekil 4.3.16. Sol R de saglak kadindan saglak erkege doniigiimiin
Sirastyla 1. ve 7. kismi warp1
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Sekil 4.3.17. Sol R de solak kadindan solak erkege doniisiimiin
sirasiyla 1. ve 7. kismi warp1
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4.4. S Harfi
S harfinin iizerinde 12 adet nirengi noktasi belirlenmistir. Sekil 4.4.1 belirlenen nirengi

noktalarin1 gdstermektedir. 4.4.1. boliimde; genisleme daralma katsayilarin1 gosteren 8 adet
ince levha doniisiimii 1zgaras1 verilmistir ve en yliksek genisleme ve daralmanin gerceklestigi
nirengi noktalar1 belirtilmistir. Dontisiimlerdeki sekil degiskenlikleri (Tanim 1.4.7) ve ortalama
sekiller arasindaki riemann uzakliklart (Tanim 1.6.6) 4.4.2. bolimde ele alinmustir. 4.4.3.
bolimde ise doniisiimlerin kismi warp ayrisgimlarina yer verilmistir. Bu boliimde 6zellikle
doniistimlerin sirasiyla en genis Ol¢ekli degisimini agiklayan ve en yerel degisimi gosteren

kismi warp ayrigimlar1 bulunmaktadir.

L
1o g

Sekil 4.4.1. S harfi iizerinde belirlenen 12 adet nirengi noktasi.
4.4.1. Ince levha doniisiimii 1zgaralar:

221

Sekil 4.4.2. Saglak erkekde sag S den sol S ye Sekil 4.4.3. Saglak kadinda sag S den sol S ye
ince levha doniisiimii. En biiyiik genisleme 11 Ince levha doniisiimii. En biiyiik genisleme 11
nolu nirengi noktasinda en biiyiik daralma ise 6 nolu nirengi noktasinda en biiyiik daralma ise 6

nolu nirengi noktasinda olusmustur. nolu nirengi noktasinda olusmustur.
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Sekil 4.4.4. Solak erkekde sol S den sag S ye Sekil 4.4.5. Solak kadinda sol S den sag S ye
Ince levha déniisiimii. En biiyiik genisleme 5 Ince levha déniisiimii. En biiyiik genisleme 12
nolu nirengi noktasinda en biiyiik daralma ise 9 nolu nirengi noktasinda en biiyiik daralmaise 10
nolu nirengi noktasinda olusmustur. nolu nirengi noktasinda olusmustur.

4

Sekil 4.4.6. Sag S de saglak kadindan saglak Sekil 4.4.7. Sag S de solak kadindan solak

erkege ince levha doniigiimii. En biiyiik genisleme12 erkege ince levha doniisiimii. En biiyiik
nolu nirengi noktasinda en biiyiik daralma ise 3 genisleme 5 nolu nirengi noktasinda en biiyiik
nolu nirengi noktasinda olugmustur. daralma ise 2 nolu nirengi noktasinda olugsmustur

Sekil 4.4.8. Sol S de saglak kadindan saglak Sekil 4.4.9. Sol S de solak kadindan solak
erkege ince levha doniisiimii. En bilyiik genisleme erkege ince levha déniigiimii. En biiyiik genig-
11nolu nirengi noktasinda en biiyiik daralma ise 6 leme12nolu nirengi noktasinda en biiyiik daral-

nolu nirengi noktasinda olusmustur. ma ise 1 nolu nirengi noktasinda olugmustur.



60

4.4.2. Sekil degiskenlikleri ve riemann uzakhklari

Cizelge 4.4.1. Sekil degiskenlikleri

Kadin Erkek
Saglak Sag S deki sekil 0.2439 0.2846
degiskenligi
Sol S deki sekil 0.2406 0.2773
degiskenligi
SOLAK SAG S deki sekil 0.2436 0.3077
degiskenligi
SOL S deki sekil 0.2213 0.2524
degiskenligi

Cizelge 4.4.2. Sag S ve Sol S de kadn ile erkek ortalama sekilleri arasindaki riemann uzakliklar

Kadin ile erkek ortalama
sekilleri arasi riem. uzaklig1
SAGLAK Sag S 0.0837
Sol S 0.1546
SOLAK Sag S 0.1156
Sol S 0.0437
Cizelge 4.4.3. Kadin ve erkekte Sag S ile sol S ortalama sekilleri aras1 Riem. uzakligi
Sag S ile sol S ortalama
sekilleri aras1 Riem. uzaklig
Saglak Kadin 0.0817
Erkek 0.1273
Solak Kadin 0.1134
Erkek 0.1959
4.4.3. Kismi warp ayrisumlari
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Sekil 4.4.10. Saglak erkekte sag S den sol S ye doniisiimiin
sirasiyla 1. ve 7. kismi warp1
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Sekil 4.4.11. Saglak kadinda sag S den sol S ye doniigiimiin
sirastyla 1. ve 7. kismi warp1
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Sekil 4.4.12. Solak erkekte sol S den sag S ye_déniisiimiin
sirasiyla 1. ve 7. kismi warp1
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Sekil 4.4.13. Solak kadinda sol S den sag S ye doniigiimiin
sirasiyla 1. ve 7. kismi warp1
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Sekil 4.4.14. Sag S de saglak kadindan saglak erkege doniisiimiin
sirasiyla 1. ve 7. warpi

sirasiyla 1. ve 7. kismi warp1
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Sekil 4.4.17. Sol S de solak kadindan solak erkege doniisiimiin
sirastyla 1. ve 7. kismi warp1

4.5. A Harfi
A harfinin iizerinde 9 adet nirengi noktasi belirlenmistir. Sekil 4.5.1 de belirlenen nirengi

noktalar gosterilmektedir. 4.5.1. boliimde; genisleme daralma katsayilarini gosteren 8 adet
ince levha doniisiimii 1zgaras1 verilmistir ve en yiiksek genisleme ve daralmanin
gergeklestigi nirengi noktalar1 belirtilmistir. Doniistimlerdeki sekil degiskenlikleri (Tanim
1.4.7) ve ortalama sekiller arasindaki riemann uzakliklar1 (Tanim 1.6.6) 4.5.2. bolimde ele
almmugtir. 4.5.3. boliimde ise doniigiimlerin sirasiyla en genis 6lgekli degisimini agiklayan

ve en yerel degisimi gosteren kismi warp ayrigimlart bulunmaktadir.

Lad

! &

Sekil 4.5.1. A harfinin iizerinde belirlenen 8 adet nirengi noktasi
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4.5.1. ince levha déniisiimii 1zgaralari

Sekil 4.5.2. Saglak erkekde sag A dan sol A ya Sekil 4.5.3. Saglak kadinda sag A dan sol A ya
ince levha doniisiimii. En biiyiik genisleme 10 Ince levha déniisiimii. En biiyiik genisleme 10
nolu nirengi noktasinda en biiyiik daralma ise 7 nolu nirengi noktasinda en biiyiik daralma ise 7
nolu nirengi noktasinda olugsmustur. nolu nirengi noktasinda olugmustur.

Sekil 4.5.4. Solak erkekde sol A dan sag A ya Sekil 4.5.5. Solak kadinda sol A dan sag A ya
Ince levha déniisiimii. En biiyiik genisleme 7 Ince levha déniisiimii. En biiyiik genisleme 10
nolu nirengi noktasinda en biiyiik daralma ise 1 nolu nirengi noktasinda en biiyiik daralma ise 2
nolu nirengi noktasinda olusmustur. nolu nirengi noktasinda olusmustur.

Sekil 4.5.6. Sag B de saglak kadindan saglak Sekil 4.5.7. Sag B de solak kadindan solak
erkege ince levha doniisiimii. En biiyiik genisleme 1 erkege ince levha doniisiimii. En biiyiik
nolu nirengi noktasinda en biiyiik daralma ise 5 genisleme 6 nolu nirengi noktasinda en biiyiik

nolu nirengi noktasinda olusmustur. daralma ise 9 nolu nirengi noktasinda olusmustur
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02
Sekil 4.5.8. Sol B de saglak kadindan saglak Sekil 4.5.9. Sol B de solak kadindan solak
erkege ince levha doniisiimii. En biiyiik genisleme erkege ince levha déniisiimii. En biiyiik genis-
8 nolu nirengi noktasinda en biiyiik daralma ise 2 leme 6 nolu nirengi noktasinda en biiyiik daral-
nolu nirengi noktasinda olusmustur. ma ise 2 nolu nirengi noktasinda olugmustur.

4.5.4. Sekil degiskenlikleri ve riemann uzakhklar
Cizelge 4.5.1. Sekil degiskenlikleri

Kadin Erkek
Saglak Sag A daki sekil 0.1835 0.2028
degiskenligi
Sol A daki sekil 0.2145 0.2261
degiskenligi
Solak Sag A daki sekil 0.2102 0.2665
degiskenligi
Sol A daki sekil 0.2079 0.1979
degiskenligi

Cizelge 4.5.2. Sag a ve sol a da kadn ile erkek ortalama sekilleri arasindaki riemann uzakliklar
Kadin ile erkek ortalama
sekil aras1 riem. uzaklig

Saglak Sag A 0.0674
Sol A 0.0403
Solak Sag A 0.0776
Sol A 0.0621

Cizelge 4.5.3. Kadin ve erkekte sag A ile sol A ortalama sekilleri arasindaki riemann uzakligi
Sag A ile sol A ortalama
sekil aras1 riem. uzaklig

Saglak Kadin 0.1100
Erkek 0.1126
Solak Kadin 0.0924
Erkek 0.0712
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4.5.5. Kismi warp ayrisimlari

* *]

Sekil 4.5.10. Saglak erkekte sag A dan sol A ya doniisiimiin
sirasiyla 1. ve 7. kismi warp1

!

%

Sekil 4.5.11. Saglak kadinda sag A dan sol A ya doniisiimiin
sirasiyla 1. ve 7. kismi warp1

Sekil 4.5.12. Solak erkekte sol A dan sag A ya doniistimiin
sirasiyla 1. ve 7. kismi warp1

Sekil 4.5.13. Solak kadinda sol A dan sag A ya doniisiimiin
strastyla 1. ve 7. kismi warpi
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sirasiyla 1. ve 7. kismi warp1

Sekil 4.5.17. Sol A da solak kadindan solak erke
Bu boliimde 2. boliimde anlatilan ana bilesenler analizinin uygulamasi yer almaktadir.

Harflerin iizerinde belirlenmis olan nirengi noktalarinin R programi aracili
koordinatlar1 elde edilmis ve 2.4.2 de anlatildig1 gibi 6z degerleri, ana bilesenleri ve ana

bilesenlerin degiskenligi agiklama yiizdeleri hesaplanmstir.

4.6. Ana bilesenler analizi



Cizelge 4.6.1. Sag B harfinin ana bilesen analizi
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Cizelge 4.6.2. Sol B harfinin ana bilesen analizi
Ana Ozdegeri Yiizdesi
bilesen
1 0,0113201 28,719
2 0,00854537 21,679
3 0,00470008 11,924
4 0,00285368 7,2397
5 0,00260209 6,6014
6 0,00206286 5,2334
7 0,00162623 4,1257
8 0,00123676 3,1376
9 0,00106452 2,7007
10 0,0008044 2,0407
11 0,000699092 1,7736
12 0,000554096 1,4057
13 0,0004989 1,2657
14 0,000304048 0,77136
15 0,000237449 0,6024
16 0,000175941 0,44635
17 0,000119274 0,30259
18 1,23308E-5 0,031283
19 2,36908E-15 6,0103E-12
20 -5,46567E-16 -1,3866E-12

Cizelge 4.6.4. Sol U harfinin ana bilesen analizi

Ana Ozdegeri Yiizdesi
bilesen

1 0,0120145 25,891

2 0,00854209 | 18,408

3 0,00539654 | 11,629

4 0,00462066 | 9,9574

5 0,00361153 | 7,7828

6 0,00276553 | 5,9596

7 0,00206149 | 4,4425

8 0,0016784 3,6169

9 0,00126086 | 2,7171

10 0,000887253 | 1,912

11 0,000880475 | 1,8974

12 0,000666159 | 1,4356

13 0,000631511 | 1,3609

14 0,0004929 1,0622

15 0,000425978 | 0,91797

16 0,000273808 | 0,59005

17 0,000184774 | 0,39818

18 9,86756E-6 | 0,021264

19 2,76882E-15 | 5,9667E-12
20 -2,0184E-15 | -4,3496E-12
Cizelge 4.6.3. Sag U harfinin Ana bilesen analizi
Ana Ozdegeri ylizdesi
bilesen

1 0,0130663 38,323

2 0,00746087 21,883

3 0,00354591 10,4

4 0,00272941 8,0054

5 0,00168276 4,9355
6 0,00119557 3,5066
7 0,00103905 3,0475

8 0,000838437 | 2,4591

9 0,00073776 2,1639
10 0,000427231 | 1,2531
11 0,000380656 | 1,1165
12 0,000314555 | 0,92259
13 0,000283482 | 0,83146
14 0,000221901 | 0,65084
15 0,000168179 | 0,49327
16 2,64459E-6 0,0077566
17 7,7038E-16 2,2595E-12
18 -6,5249E-16 | -1,9138E-12

Ana bilesen | 6zdegeri ylizdesi

1 0,0102512 38,356

2 0,00551418 20,632

3 0,00400628 14,99

4 0,00142141 5,3184

5 0,00120758 4,5183

6 0,000965236 3,6116

7 0,000741384 2,774

8 0,00070675 2,6444

9 0,000515629 1,9293

10 0,00032594 1,2195

11 0,000295776 1,1067

12 0,000257041 0,96175

13 0,000209056 0,78221

14 0,000186136 0,69645

15 0,00011342 0,42438

16 9,25652E-6 0,034634
17 1,4114E-15 5,2809E-12
18 4,05421E-16 1,5169E-12




Cizelge 4.6.5. Sag R harfinin ana bilesen analizi

Ana Ozdegeri ylizdesi
bilesen

1 0,0119039 24,311

2 0,00900304 18,387

3 0,00624113 12,746

4 0,00564096 11,52

5 0,00397724 8,1226

6 0,0024905 5,0863

7 0,00195989 4,0026

8 0,00166793 3,4064

9 0,00128455 2,6234

10 0,00112091 2,2892

11 0,000863763 1,764

12 0,00061882 1,2638

13 0,000582405 1,1894

14 0,00048837 0,99738
15 0,000380368 0,77682
16 0,000264623 0,54043
17 0,00023594 0,48185
18 0,000130574 0,26667
19 0,000105414 0,21528
20 4,71113E-6 0,0096214
21 1,04073E-14 2,1255E-11
22 -2,41861E-16 -4,9395E-13
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Cizelge 4.6.6. Sol R harfinin ana bilesen analizi

Ana ozdegeri ylizdesi
bilesen

1 0,0110936 24,429

2 0,00826471 18,2

3 0,00688831 15,169

4 0,00458446 10,096

5 0,00359662 7,9202

6 0,00221596 4,8798

7 0,0020522 4,5192

8 0,00134879 2,9702

9 0,00109997 2,4223
10 0,000997321 2,1962
11 0,000720052 1,5856
12 0,000616177 1,3569
13 0,000508682 1,1202
14 0,000424547 0,9349
15 0,000352584 0,77643
16 0,000247032 0,54399
17 0,00018682 0,4114
18 0,000122334 0,26939
19 7,67572E-5 0,16903
20 1,38859E-5 0,030578
21 1,42623E-15 3,1407E-12
22 -5,23355E-16 -1,1525E-12




Cizelge 4.6.7. Sag S harfinin ana bilesen analizi

Ana Ozdegeri ylizdesi
bilesen
1 0,0283291 35,562
2 0,0150346 18,873
3 0,00897003 11,26
4 0,00662344 8,3146
5 0,00414348 5,2014
6 0,00368412 4,6248
7 0,00298478 3,7469
8 0,00254178 3,1908
9 0,00185635 2,3303
10 0,0011509 1,4447
11 0,000779359 0,97835
12 0,000668662 0,83939
13 0,000592691 0,74402
14 0,000522411 0,6558
15 0,000421742 0,52942
16 0,000365313 0,45859
17 0,000292593 0,3673
18 0,000235144 0,29518
19 0,00022093 0,27734
20 0,000116642 0,14642
21 0,000104467 0,13114
22 2,21102E-5 0,027756
23 7,91396E-15 9,9346E-12
24 -6,18759E-16 -7,7674E-13
Cizelge 4.6.9. SagA harfinin ana bilesen analizi
Ana Ozdegeri ylizdesi
bilesen
1 0,0112499 22,104
2 0,00932239 18,317
3 0,00772062 15,17
4 0,00661934 13,006
5 0,00487683 9,5823
6 0,00418277 8,2185
7 0,00302457 5,9428
8 0,00116011 2,2794
9 0,000914137 1,7961
10 0,000658592 1,294
11 0,000622799 1,2237
12 0,000286662 0,56325
13 0,000252889 0,49689
14 2,82351E-6 0,0055478
15 1,48955E-15 2,9268E-12
16 4,59247E-16 9,0235E-13
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Cizelge 4.6.8. Sol S harfinin ana bilesen analizi

Ana 0zdegeri ylizdesi
bilesen

1 0,0222771 32,973

2 0,013567 20,081

3 0,0099816 14,774

4 0,00495873 7,3395

5 0,00325261 4,8142

6 0,00280158 4,1467

7 0,00256476 3,7961

8 0,00192251 2,8455

9 0,00143859 2,1293
10 0,000902076 1,3352
11 0,00081209 1,202

12 0,000705842 1,0447
13 0,000569016 0,84221
14 0,000459041 0,67943
15 0,00031987 0,47344
16 0,000263489 0,38999
17 0,000214436 0,31739
18 0,000175729 0,2601
19 0,000158968 0,23529
20 0,000108675 0,16085
21 9,97127E-5 0,14759
22 8,97407E-6 0,013283
23 2,31484E-14 3,4262E-11
24 6,53983E-16 9,6797E-13

Cizelge 4.6.10. Sol A harfinin ana bilesen analizi

Ana ozdegeri ylizdesi
bilesen

1 0,0118272 25,028

2 0,0109388 23,148

3 0,00733293 15,517

4 0,00383761 8,1208

5 0,00358481 7,5859

6 0,00309222 6,5435

7 0,00266648 5,6426

8 0,00120821 2,5567

9 0,000964152 2,0403

10 0,00062781 1,3285

11 0,000516533 1,093

12 0,000420395 0,8896

13 0,000227209 0,4808

14 1,21639E-5 0,02574

15 1,25266E-15 2,6508E-12
16 -2,28213E-15 -4,8292E-12
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5. SONUC

Bu tezin birinci ve ikinci boliimlerinde; sekil kavrami tanimlanmis, sekil analizinde
nesneleri standartlagtirmak i¢in kullanilan procrustes analizi ve sekil degiskenliginin
yorumlanmasini saglayan ana bilesenler analizi anlatilmistir. Tezin {i¢lincii boliimiinde ise bir
sekilden diger sekle deformasyonun agiklandigi ve deformasyonun gorsel ifadelerinin elde
edildigi ince levha yontemi ele alimmistir. Bu modellemenin bir uygulamasi olarak 80 adet
denekten hem sag el hem de sol el ile BURSA harflerinin yazilmas: istenmis, elde edilen
verilerin Oncelikle procrustes analizi ile standartlastirilmasi yapilip sekil koordinatlar1 elde
edilmigtir. Sekiller arasindaki uzakliklar incelendiginde kadin ile erkek arasindaki en biiyiik
uzakligin; B ve U harflerinde saglaklarda sag harfte, R ve S harflerinde saglaklarda sol harfte,
A harfinde solaklarda sag harfte oldugu gozlemlenirken sag ile sol harf arasindaki en biiyiik
uzakligm B ve A harflerinde saglak erkekte, U ve R harflerinde saglak kadinda, S harfinde
solak erkekte oldugu goézlemlenmistir. Sekil degiskenliginin genel bir Olgiisii olarak ise en
biiyiik sekil degiskenligi B, S ve A harflerinde solak erkek sag harfte, U harfinde saglak kadin
sag harfte, R harfinde ise saglak kadin sol harfte oldugu goriilmiistiir. Ana bilesenler analizi ile
sekil degiskenligi yorumlandiginda ilk {i¢ ana bilesenin degiskenligi sirasiyla sag ve sol
harflerde olmak iizere B harfinde %56 ile %62, U harfinde %71 ile %74, R harfinde %55 ile %
58, S harfinde %66 ile %68, A harfinde %55 ile % 64 acikladig1 elde edilmistir. Her bir harfe
ince levha yontemi uygulanarak 8 adet doniisiim 1zgaralar vasitasi ile gorsellestirilmis ve her
bir noktadaki genisleme ve daralma katsayilar1 belirtilmistir. Harflerdeki genel ve yerel

deformasyonlar kismi warplar araciligi ile yorumlanmustir.
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