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OZET
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Damisman: Prof. Dr. Ismail Naci CANGUL

Bu doktora tezinde 1936 yilinda Erich Hecke tarafindan tanimlanmis olan Hecke
gruplarinin normal alt gruplarinin 6zellikleri ve birbiriyle iligkileri incelenmistir. 1994
yilinda cinsi 1 ile 7 arasindaki tiim normal alt gruplarin siiflandirilmasi yapilmisti. Son
yillarda cinsi 101’¢ kadar olan tiim diizgiin figiirler listelendiginden bu listelerdeki
bilgiler yardimiyla Hecke gruplarimin cinsi 101’e kadar olan normal alt gruplarini
hesaplamak da miimkiin olabilmistir.

2019 yilinda graflarla ilgili bir invaryant olarak tanimlanan omega invaryant1 da birer graf
olan diizgiin figiirlerin yeni 6zelliklerinin elde edilebilmesinde ve dolayisiyla Hecke
gruplarinin normal alt gruplarinin ¢alisilmasinda kullanilmaya baslanmistir. Bu tezde de
omega invaryant yardimiyla ¢esitli grup parametreleri arasinda iligkiler kurulmustur.

Bu tezde bes boliim yer almaktadir. Giris adi verilen ilk bolimde tezin geri kalan
bolimlerinde kullanilacak olan Hecke gruplarinin normal alt gruplar1 ve diizgiin figurler
ile ilgili temel tanim, kavramlar ve teoriler verilmistir. Ikinci bélimde kuramsal
temellerden, Gcglncl bélimde ise kullanilan materyal ve yontemden bahsedilmistir.
Dordinct bolimde, elde edilen sonuglardan bahsedilmistir. Besinci ve son boliimde ise
tartisma ve sonug verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hecke grubu, omega invaryanti, diizgiin figiir, normal altgrup, cins
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ABSTRACT
PhD Thesis
HECKE GROUPS AND REGULAR MAPS

Aydin OZBEK
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Supervisor: Prof. Dr. Ismail Naci CANGUL

In this PhD thesis, the characteristics of the normal subgroups of Hecke groups which
were defined by Erich Hecke in 1936, and the relations between them are examined. In
1994, all normal subgroups of genus 1 to 7 were classified. Since all regular figures up to
genus 101 have been listed in recent years, it has been possible to calculate the normal
subgroups of Hecke groups up to genus 101 with the help of the information in these lists.

In 2019, the omega invariant, which was defined as an invariant related to graphs, started
to be used in obtaining new properties of regular figures, which are graphs, and therefore
in the study of normal subgroups of Hecke groups. In this thesis, relations between
various group parameters were established with the help of omega invariant.

There are five chapters in this thesis. In the first chapter, called the introduction, basic
definitions, concepts and theories about normal subgroups of Hecke groups and regular
figures, which will be used in the rest of the thesis, are given. In the second part, the
theoretical foundations and in the third part, the materials and methods used are
mentioned. In the fourth chapter, the obtained results are mentioned. In the fifth and last
chapter, discussion and conclusion are given.

Key words: Hecke group, omega invariant, regular map, normal subgroup, genus
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1. GIRIS

Hecke gruplar;, Erich Hecke tarafindan 1936 yilinda “Uber die Bestimmung
Dirichletcher Reichen durch ihre Funktionalgleichungen” adli ¢alismasinda Dirichlet
serilerinin  hesaplanmasin1  kolaylastirmak adina tanimlanmistir. En Onemli ayrik
gruplardan olan modiler grup ve genellemesi Hecke grubu kullanim alanlar1 gittikce
artan gruplardandir. Bu sekildeki ilgi ¢eken bir grubun alt gruplari, normal alt gruplar1 da
dogal olarak ilgi ¢gekmeye ve arastirilmaya baslanmistir. David Singerman ve Gareth A.
Jones tarafindan Hecke gruplarmin normal alt gruplan ile (2,m,n) tipindeki (ggen
gruplar1 arasinda ve diizgiin figiirler ile (2, m, n) tipindeki tg¢gen gruplar: arasinda bire
bir esleme oldugunu ispatlamislardir. Hecke grubu ile diizgiin figUrler arasindaki iliskiden
dolayr Hecke grubunun normal alt grubu bulma problemine farkli bir ¢6ziim getirmis
oldular. Hecke gruplar ile ilgili bu tezde ihtiyag¢ duyulan bilgilere daha detayli erismek
icin bkz. (Cangul, (1994)), (Cangul 2, (1994)), (Cangul, (1995)), (Cangul, (1996)),
(Cangul & Singerman, (1998)), (Demirci & ark., (2021)), (Demirci ve ark., (2006)),
(Fine, (1976)), (Fine & Rosenberger, (1999)), (Hecke, (1936)), (Jones & Singerman,
(1978)), (Jones & Singerman, (1987)), (Ozdemir ve ark., (2006)).

Duizgun figlrlerin tarihgcesine bakildiginda ilk calismalar 1619°da cinsi 0 olan kire
uzerindeki diizgun figlrleri inceleyen Kepler tarafindan incelenmistir. 1957°de ise cinsi
1 olan tor yuzeyi Uzerindeki duizgin figlrleri Coxeter ve Moser tarafindan incelenmistir.
1978 yilina gelindiginde ise David Singerman ve Gareth A. Jones tarafindan ilk defa
tanimlanan yonlendirilebilen yuzeyler Gzerinde dizgin figiirler kavrami bir grubun
normal alt gruplarinin bulunmasi problemi ile iligkilendirilen diizgiin figiirler teorisinin
temellerinin ortaya atilmasini sagladilar. Kiire ve tor yiizeyi izerindeki diizgiin figurlerin
say1s1 sonsuz ¢okluktadir. Cinsi > 2 olan diizgiin figiirlerin sayilar1 ise sonlu ¢okluktadir
(Cangul, (1993)). Ustelik cinsi < 7 olan duzgin figurler de Cangul tarafindan
incelenmistir. Bu tezde ise cinsi > 7 olan diizgiin figiirler arasindaki iligkiler
incelenecektir. Bu tezde Marston Conder tarafindan siiflandirilan ve cinsi 2 ile 101
arasinda olan diizgiin figlrlerin aralarindaki iligskiler daha 6nceden belirli olan metotlar

yardimiyla incelenecektir. Gozlemledigimiz ve ispatladigimiz sonuglar verilecektir.



Bu tez 5 boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde tez boyunca kullanilacak olan Hecke
grubu ve diizgiin figirler ile ilgili tanim ve kavramlar verilmistir. ikinci bélumde
kuramsal temellerden, li¢iincii béliimde materyal ve yontemden bahsedilmistir. Dordiinci
boliimde alt basliklar halinde cinsi 2 ile 101 arasinda olan Hecke gruplarinin diizgiin
figtirler ile iligkileri incelenecektir. Besinci ve son bolimde ise tartisma ve sonuclardan

bahsedilmistir.

1.1. Temel Kavramlar

Bu kisimda tez boyunca kullanilacak olan Hecke grubu ve diizgiin figtirler ile ilgili tanim

ve kavramlar verilmistir.

1.1.1. Tammm (Ayrik grup). I bir grup olsun. U iist yar1 diizleminde alinan her x noktasi
ve her yel icin D(x, €) N {y(x)} = @ olacak sekilde bir & sayis1 varsa I grubuna ayrik

grup denilir.

Bu tezde ele alinacak olan Hecke gruplar1 birer ayrik grup olduklarindan ayrik grup
kavrami en 6nemli temel kavramlardan birisidir. Gorsel olarak tanimdaki arakesitin bos
kiime olma sart1 Sekil 1.1°deki gibi yorumlanabilir. I' grubunun elemanlar1 altinda st
yar1 diizlemdeki herhangi bir x noktasinin goriintiileri bir yigilma noktasina sahip

olamazlar. Yani ayriktirlar. Bu da bu gruplara ayrik grup denilmesinin sebebidir.

oV1(X)

X

.Yn(x) .YZ(X}

Sekil 1.1. Ust yar1 diizlemde bir ayrik grubun hareketi
2



1.1.2. Tammm (Hecke grubu). A bir pozitif reel say1 olmak iizere

R(Z)=—l ve T(z)=z4+2

Z
tiretegleri tarafindan Uretilen gruplar H(A) ile gosterilir ve Hecke grubu adini alir. Bu

gruplar, 1 < 2 ve A = A, = 2 cos (g) qeZ, q = 3 veya A > 2 olacak sekildeki tim 1

reel sayilarn icin ayrik grup olmaktadir. Dolayisiyla Hecke gruplart ile ilgili tim
kaynaklarda A parametresinin bu iki sinifina gore ¢alismalar yapilmaktadir. Bu tezde,

geneldeki birgok ¢aligma gibi A 'nin 0 ile 2 arasinda olan ve A=41, =
2 cos (g) ; qQ€Z,q = 3 sartin1 saglayan degerlerinin var oldugu Hecke gruplari, yani

birinci tip Hecke gruplari, ¢alisilmistir. Bu durumda karsilik gelen Hecke grubu H (Aq)
ile gosterilecektir. A > 2 olan durumda Hecke gruplarina ikinci tip Hecke gruplari

denilmektedir.

Burada ilk Uretecimiz olan R(z) = — § doniisiimii, karmasik diizlemde birim diskin st

yar1 diizleminde kalan kisminin i¢ini digina ve disini da i¢ine resmeden bir doniisiimdiir.
Birim diskin sinirindaki noktalar ise kendilerine resmedilir. Diger yandan ikinci

Uretecimiz olan T(z) = z + A doniisiimii ise bir 6teleme doniistimiidiir.

R(z) ve T(z) Ureteclerinin matris gosterimleri sirasiyla

k@ =-1=( )

T(Z)=Z+/1=(é /11)

seklindedir. R Uretecinin mertebesi

R%(z) = —izz =1(2)
1

Z



oldugundan o(R) = 2’dir. T Uretecinin mertebesi ise

T?(z) =z+ 22
T3(z)=z+32
T*(z) =z + 42

T"(z) # 1(2)

oldugundan higbir zaman sonlu olamayacaktir ve dolayisiyla o(T) = oo olarak alinir.
Tabi vurgulanmasi gereken dnemli bir 6zellik de grubun kapalilik 6zelligi nedeniyle T
donilistimiinlin tiim kuvvetlerini ve tabii ki diger bircok elemani bulunduracagindan,
Hecke gruplarinin sonsuz gruplar olmasidir. O halde galistigimiz birinci tip Hecke

gruplarinin gdsterimi
H(2,) =(R,T|R*=T" =1)

seklinde tanimlanabilir.

Gruplarin temsil edilmesinde genel olarak sonlu mertebeli elemanlar kullanilir. Bu son
temsilde T elemaninin mertebesi sonsuz olarak alindi. Bu tiir durumlarda g¢alisilmakta
olan grubun farkl1 bir temsili elde edilmeye calisilabilir. Burada da bdyle bir temsil elde
edebilmek mumkandir. Bunun igin S = R o T bileske doniisiimii kullanilir. Bu doniisiim

icin

5@ =RI@) = -—
= 2)= z+ A

. . . .- . (0 =1 . . .
olup bu dUretecin matris gosterimi ( 1 /1) seklindedir ve karsilik gelen lineer

doniisiimiin mertebesi q olur. Bdylece H(4,) Hecke grubunu R ve S sonlu mertebeli

tiretegleri ile de tiretmek miimkiin olmaktadir. Yani bu son temsil



H(2,) = (R,S|R> =57 =1)

seklinde ifade edilebilir.

Ozel olarak g = 3 iken

T

HQ) =H(1,) = H (2 cos (3)) —H() =T

grubu, moduler grup olarak tanimlanir ve ayrik gruplar teorisinde olduk¢a énemli bir yere
sahiptir. Bunun nedeni modiiler grup dedigimiz bu 6zel Hecke grubunun tiim
elemanlarinin katsayilarinin birer tamsayr olmalaridir. Diger tiim Hecke gruplarinin
katsayilar1 tamsayilarin genigletilmesiyle elde edilmis daha karmasik cebirsel yapilardan,
yani rasyonel sayilar cisminin cisim genislemelerinden, alinmaktadir ve bu durum
modiiler grupla ilgili calismalar1 diger Hecke gruplariyla yapilan benzer ¢alismalardan
daha basit yapmaktadir. Tabii bu, su sekilde de yorumlanabilir: Diger Hecke gruplariyla
yapilacak ¢aligmalar modiiler grupla yapilmis olan ¢aligmalardan daha zengin sonuglar

verecektir. Bu tezde de bununla ilgili 6rnekler verilmistir.

1.1.3. Tanmm (Temel bdélge). Bir G grubu icin U st yar1 diizleminin bir F agik alt

kuimesi,
(i) her bir G(z), zeU, orbiti icin F ile en az bir kez kesisir
(ii) her bir G(z), zeU, orbiti icin F ile en fazla bir kere kesisir

sartlarin1 sagliyorsa F bir temel bolgedir (Cangul, 1993).

H(2,) Hecke grubunun bir temel bélgesi

A
F, = {zeU: |Re(2)| < 7", |z] > 1}



seklinde verilir. Sekil 1.2°de bu temel bolge, F; ve F, bolgelerinin birlesimidir ve dikkat
edilirse sinirsiz bir bolgedir. Ancak bir ayrik grup i¢in temel bolge bir tek olmadigindan
Hecke grubunun bir temel bolgesi olarak herhangi bir tarali bolge ile bir beyaz bdlgenin
birlesimi de alinabilir ve sinirli goriinen temel bolgeler de elde edilebilir. Euclid uzayinda
bu bir farklilik olsa da hiperbolik diizlemde hem Sekil 1.2°de verilen smirsiz temel

bolgenin hem de segilecek herhangi bir sinirli temel bdlgenin hiperbolik alani aynidir.

Sekil 1.2. Hecke grubunun bir temel bolgesi.

Ozel olarak I" modiiler grubu icin bir temel bolge ise
1
F = {zeU:|Re(2)| < > |z] > 1}

seklindedir, bkz. Sekil 1.3.
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Sekil 1.3. Moduler grubun bir temel bolgesi

1.1.4. Tammm (Projektif grup). PSL(2, R) projektif dzel lineer grubu

PSL(2,R) = {&£*2.

cz+d’

ad —bc = 1;a,b,c,deR}

seklinde tanimlanir.

Bu grup Ust yar1 diizlemi kendi iizerine 1 — 1 resmeder ve iist yari1 diizlemin
izometrilerinin grubudur. Bu tezde ¢alistigimiz Hecke gruplarinin iiretegleri olan R ve T

doniigiimleri de PSL(2, R) projektif 6zel lineer grubunun birer elemanidir.

PSL(2,R) grubu lineer doniisiimlerden olugmaktadir. Yukarida Hecke grubunun
tireteclerinin matris gosterimleri verilmisti. Benzer sekilde PSL(2,R) grubunun tim
doniistimlerinin de birer matris gosterimi mevcuttur. Aslinda bu gruptaki her bir doniigiim

ve dolayisiyla Hecke grubunun iiretecleri, tam olarak iki matrise karsilik gelir. Bu iki

matris birbirinin negatifidir. Yani

PSL(2,R) = SL(2, R)/{~1I, +I}



olarak yazilabilir.

1.1.5. Tanim (Fuchs grubu). PSL(2, R)’nin sonlu dretecli bir ayrik alt grubuna bir Fuchs

grubu denilir.
Bir I Fuchs grubu asagidaki sekilde bir temsile sahiptir:

ay, by, ..., a4, by (hiperbolik)
X1, -, X, (eliptik)
P1, -, Pr (parabolik)
hi, ..., hy (hiperbolik sinir)

olmak Uizere

g r t u
g =] Jsa] [o] [pe] [r=1
i=1 j=1 k=1 =1

bagintisi saglanir. Bu grubun kisa gosterimi ise
I'=(g;my,..my;t;u)

seklindedir. Burada g sayis1 I” grubunun tizerinde hareket ettigi boliim uzay1 olan U /T
Riemann yizeyinin cinsidir. Calisacagimiz Riemann yiizeyleri ise kompakt, baglantili ve
yonlendirilebilir olacaktir. Riemann ylizeylerinin cinsi olan g sayisini yiizeyin delik sayisi
olarak da diisiinebiliriz. Kirede delik olmadigr i¢in g = 0, tor yizeyi tzerindeki delik
sayist 1 oldugu icin g = 1 ve ikili tor yiizeyinde delik say1s1 2 oldugundan g = 2’dir. Bu
tez caligmasinda g’nin 3 ile 101 arasindaki degerleri ele alinacagindan yuzeyin delik
sayist da g sayisi ile ayni olacaktir. m; = 2 tamsayilar eliptik treteclerin mertebeleri

olup grubun periyotlari olarak da adlandirlirlar. Ustelik gruptaki tim sonlu elamanlar bu

eliptik elemanlardir. Bunlar sabit noktalar etrafinda 2”/mi acisiyla donme yaparlar. t



say1st gruptaki parabolik sinif sayisidir. Parabolik elemanlart ise iist yar1 diizlemde birer
Oteleme hareketi olarak diislinebiliriz. Bu ylizden mertebeleri sonsuzdur. Hecke
gruplarinda hiperbolik sinir elemanlart olmadigi i¢in u = 0 alinacak olup gosterime dahil

edilmesine gerek yoktur. O halde bir Fuchs grubunu
r'=(g;my, ..., my;00) yada [ =(g;my,.., m,;t)
seklinde de gosterebiliriz.

1.1.6. Tamm (Seviye). N, H(Aq)’nun u indeksli t parabolik sinif sayisina sahip bir
normal alt grubu olsun. Bu durumda % = n oranina N normal alt grubunun seviyesi

(level) denir.

I Fuchs grubunun hiperbolik alani

-
1

u(I‘)=2g—2+Z<1——)+t
i=1 i

sayist ile 2n’nin ¢arpimidir. Burada p(I") > 0 olduguna dikkat ediniz.
Bu tanimlamalara gore H(Aq) =~ (R, S| R? = S = I) Hecke grubunun simgesi

(9;2,q,) veya (2,q,)

seklinde elde edilir (Cangil, 1993). Bu gruplar kire Uzerinde hareket ettiklerinden
cinsleri sifirdir. Sonug olarak H(Aq) = (0; 2, g, o) grubu i¢in

w(H(,)) =2.0—2+<1—%)+(1—1)+1

q



ve denk olarak

_a-2
olmaktadir. Bdylece bir I' Fuchsian grubunun temel bdlgesinin hiperbolik alani
2nu(T) = nqq;z olarak ifade edilebilir. Bunlara ek olarak I';, I grubunun sonlu indeksli

bir alt grubu ise

u(Ty) _
p(T)

[[:T4]

ifadesine Riemann-Hurwitz formili denilir. Burada basit ifadesini verdigimiz Riemann-

Hurwitz formiilii, bu tezde siklikla kullanacagimiz temel 6zelliklerden birisidir.

1.1.7.Tammm (Ucgen grubu). [,m,n > 2 tam sayilar olmak iizere, Acilart /1, m/m,

m/n ve ¢ kenarindaki yansimalari o7, 05, a3 olan hiperbolik ti¢geni A ile gdsterelim.

L B

B

Sekil 1.4. Bir icgen grubu

Bu ii¢ yansima ile iiretilen grubu I'* ile g6sterelim. O halde
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I ={0y,0,,03 012 = 022 = 032 = (0203)l = (0301)™ = (0102)™)

Burada o4, 05,05 yon korumayan eclamanlardir. Fakat x = 0,05 Ve y = 030, alirsak,
(xy)™ = I olarak bulunur ve x; A kosesinde 21/l, y; B kosesinde 2m/m, xy ise C
kosesinde 2 w/n agilik kadar doniis yapar ve bunlarin hepsi yon koruyan izometrilerdir.

Boylelikle T* grubunun x ve y ile Uretilen yon koruyan I alt grubu

['=(x,ylxt =y™ = ()" =1).

seklinde elde edilir, bkz. Sekil 1.4., ve bu liggen grubu ayn1 zamanda bir Fuchs grubudur.
Fuchs grubunun simgesini (g; [, m,n) ile gostermekteydik. Burada kisaca (I,m,n) ile
ifade edebiliriz. R? =1 oldugundan ' , T* grubunun 2 indeksli bir alt grubudur.
Dolayisiyla normal alt grubudur. Ustelik daha énceden tanimladigimiz birinci tip Hecke

gruplar1 ayn1 zamanda ti¢gen gruplaridir. Gosterimleri ise

H(2,) =(R,S|R*=51=1)=(g;2,q,%) = (2,q,)

seklinde ifade edilebilir ve agilar1 /2, m/q ve m/oo olan liggenler Gizerinde hareket eder,
bkz. Sekil 1.5.

Sekil 1.5. Hecke grubunun {izerinde hareket ettigi liggenler

11



Burada [ = 2 oldugundan (2, m, n) tipindeki gruplari ele alirsak

kiirede g = 0 olup

m-2)((n—-2) < 4

tor ylizeyinde g = 1 olup

(m—=2)(n-2) =4,
g = 2 olan bir kompakt yonlendirilebilir ylizey Uzerinde ise

1 1 1
-+ —+-<1
2 m n

m-2)(n—2)>4

bagintilar1 saglanmaktadir. Bazi ¢ok iyi bilinen sonlu grup ¢esitleri de aslinda birer iiggen
grubu olarak diisiiniilebilir ve bu bize izomorfizm teoremlerini, permiitasyon metodunu
ve Riemann-Hurwitz formilund kullanarak normal alt gruplar elde edebilme sansini

Verir:

1.1.8. Tammm. (i) C, devirli gruplari: Tek eleman tarafindan iretilen gruplardir. Bir

diizglin n-genin yon koruyan simetrilerinin grubudur. Gosterimleri

12



Ch=<a:a™=1>

seklindedir. Mertebesi |C,| = n’dir ve lc¢gen grubu olarak gosterimleri ise n € N igin

(1,n,n) bigimindedir.

(ii) D,, Dihedral gruplar:: Iki elaman tarafindan iiretilen gruplardir. Bir diizgiin n-genin

yon koruyan ve korumayan tim simetrilerinin grubudur. Gosterimleri
D,=<apf:a*=p*= (afp)=1>

seklindedir. Mertebesi |D, | = 2n’dir ve Ucgen grubu olarak gosterimleri ise (2,2,n),
(2,n,2) veya (n, 2, 2) seklinde olabilir.

(iii) S§,, Simetrik ve A,, Alterne gruplari: Fonksiyonlarin bileske islemine gore n
elemanl bir kiimenin biitliin permiitasyonlarinin kiimesine n elemanin simetrik grubu
denilir ve S, ile gosterilir. Bu grubun ¢ift permiitasyonlarinin olusturdugu alt grubuna ise

n elemanin alterne grubu denilir ve A,, ile gosterilir. Mertebeleri ise |S,| = n! ve |A,| =
n;!’dir. Burada karsilasacagimiz simetrik gruplardan bazilar1 S; = D3 = (2,2,3), S, =

(2,3,4), alterne gruplar ise A, = (2,3,3) ve As = (2,3,5)dir.

Asagidaki metod, ayrik gruplar teorisindeki hesaplamalarda siklikla kullanilan ve normal

altgruplarin iireteglerinin elde edilmesinde kullanilan bir algoritma bulundurur:
1.1.9. Teorem. 8: G, — G, bir epimorfizm ise Ker6 < G, olur ve
G, = G,/Ker6

dir.
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Yukaridaki teorem ile G; grubundan c¢ikan tiim epimorfizmlerin c¢ekirdeklerinin
hesaplanmasiyla G; grubunun normal alt gruplari bulunabilir. Bu tezde Ker® = N <
H (lq) seklinde normal alt gruplar1 hesaplayabiliriz ve G grubunu degistirip farkli normal
alt gruplar bulabiliriz. Bu sonugtan hareketle asagidaki metodu H(4,) Hecke gruplarinin

normal alt gruplarinin simgelerini belirlemek i¢in kullanacagiz.

1.1.10. Tanim (Permiitasyon metodu).p+qg=r+tvel < i < qiginl < k; <
oo olmak tizere

= (g; my r"':mp Jnlkl ;"',nqkq)

simgesine sahiptir ve 7, I grubunun u indeksli bir normal alt grubu ise I; alt grubu

u

simgesine sahiptir. Burada ki("i>, k; mertebeli elemandan p/n; tane var demektir. g,
cinsi Riemann-Hurwitz formull ile bulunabilir. Permitasyon yoéntemi, Jones ve
Singerman tarafindan verilmistir (Jones ve Singerman (1978)) ve uygulamada Hecke

gruplarinin normal alt gruplarin1 bulmada oldukga kolaylik saglar:

1.1.11. Tanmm (Reidemeister-Schreier yontemi). H(4,) grubunun bir alt grubu H
olsun. H(A,) nun Ureteclerinin R ve S oldugunu gdrmiistiik. ilk olarak H alt grubunun

bir X' Scherier transversali asagidaki gibi segilir:
(ileX

(if) 2 sag sadelestirme altinda kapalidir. Bunun anlami eger

14



9i, " 9i, " 9i, €EXise g;, " gi," 9i,_, EZ

olmalidir. Bu durumda H alt grubunun iiretegleri asagidaki formdaki elemanlarin

tiimiinden olusur:

(Z'nin bir elamam)x(H(Aq) tireteclerinden biri)x(6nceki carpimin koset temsilcisi)™?!

dir (Johnson (1980)).

1.1.12. Tamm (Kamutator alt grubu). G bir grup, g,h € G ve [g,h] = ghg™th™?!

olmak Uzere

G'=<|[g,hl:g,h €G>

seklinde tanimli G’ alt grubuna G grubunun kamditator alt grubu denir.

Kamiitator alt grubu, degismeliligin c¢alisilmasinda kullanilmaktadir. Asagidaki sonug,

uygulamada oldukga faydalidir:

1.1.13. Teorem. G/G, bélim grubu, G grubunun en biiyiik degismeli bolim grubudur.

Yani G/ » G’nin baska bir degismeli bliim grubu ise

G'as NG

olmalidir (Allenby, (1991)).
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1.1.14. Tamim (Serbest (Free) grup). Bir grubun iiretegleri arasinda higbir bagint1 yoksa

bu gruba serbest grup denilir.

Serbest grup kavramini biraz daha agarsak; X, F’nin bir serbest tabani ve alt kiimesi
olsun. F, asagidaki sartlar1 saglayan X tabanmna sahip bir serbest gruptur. ®, X
kiimesinden H grubu icine herhangi bir fonksiyon ise @ homomorfizminin F’den H’ye
bir @* homomorfizmine tek bir genislemesi vardir. X serbest tabaninin mertebesine
F ’nin ranki denir. |X|=n ve X = {x;,x5,...,x,} ise F, {xq,x,,...,x,} Uzerinde
serbesttir denilir ve E, ile gosterilir (Lyndon ve Schupp, (1977)). Iki serbest grup, ancak
ranklarinin esit olmasi durumunda izomorf olurlar. Ek olarak 0 rankli bir grup asikar ve

1 rankl1 bir grup ise sonsuz devirlidir.

Bir serbest grupta higbir iiretecin sonlu bir kuvveti etkisiz elemana esit olamaz. Ayrica
tireteclerin sonlu kuvvetleri yardimiyla bir esitlik elde edilemez. Bir serbest grupta

bulunan iirete¢ sayisina grubun ranki denilir. Ranki n olan bir serbest grup

seklinde gosterilir. Buradan =01ise G = {e} ven =11ise G = Z olduguna dikkat ediniz.
Ek olarak free gruplarda sonlu mertebeli oldugunu bildigimiz eliptik elemanlar yoktur.

Grubun gosterimi ise

G =< g,00® >

seklindedir.

16



1.1.15. Teorem (Nielsen-Schreier). Bir serbest grubun her bir alt grubu da serbesttir
(Fine & Rosenberger, (1999)).

1.1.16. Teorem. G bir serbest grup ise

G=<g,00>=F, .,

1.1.17. Teorem. F grubunun bir serbest grup olmasi i¢in gerek ve yeter kosul F =< X; >

biciminde gosterilmesidir.

Yani eger hicbir baginti mevcut degilse bu grup bir serbest gruptur. Asagidaki sonug,

gruplarin 6nemli bir 6zelligidir:

1.1.18. Teorem. Her G grubu bir serbest grubun homomorfik goérintisudir (Fine &
Rosenberger, (1999)).

1.1.19. Teorem. Bir serbest grup bukimslzdir (torsion-free) (Fine & Rosenberger,
(1999)).

Bunun anlami ise serbest grupta birim elaman diginda sonlu mertebeli eleman yoktur.

Simdi ise bu tezde kullanacagimiz serbest carpim gruplarini ele alalim.

1.1.20. Tanim. A =< a4, ...; Ry, ... >Vve B =< by, ...; S1, ... > iki grup olmak (izere A ve

B gruplarinin serbest ¢arpimi
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Ax B =< a, ..., bl’ ...;Rl, ...,Sl, >

ile gosterilir. Bu serbest carpim bir grup olmakla birlikte grubun Uretegleri A ve B’nin
treteclerinin timinden, bagintilar1 ise A’nin R; ve B’nin §; bagmtilarinin tiimiinden

olusur. Bu grubun ¢arpanlari ise A ve B’dir.

Yukarida serbest carpim kavramini iKi grup i¢in tanimladik. Simdi ise bu tanimi istenilen

sayida grup i¢in genisletebiliriz:

1.1.21. Teorem. A, =< Ur A,: bag A, >, a € I, gruplarinin kolleksiyonu olmak tzere
bu gruplarin serbest ¢arpimi G =* A, serbest carpimi liretecleri A, larin iireteglerinin
ayrik birlesiminden ve bagintilar1 ise A, ’larin bagmtilarinin ayrik birlesiminden olusan

gruptur.

1.1.22. Teorem. G = AxB olmak uUzere, A—> G ve B — G eslemeleri bire-bir

eslemelerdir. A’nin iiretegleri tarafindan tiretilen G ’nin alt grubu

< A'nin Uretegleri, A'nin bagintilari >

goOsterimine sahiptir ve A’ya izomorftur. Benzer bigcimde B ’nin {iretegleri tarafindan

uretilen G’nin alt grubu da

< B'nin iiretegleri, B'nin bagintilar1 >

gOsterimine sahiptir ve B’ye izomorftur. Yani A ve B, G’nin birer alt grubu olarak da

disiiniilebilir.
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Bir G grubunu serbest carpim olarak ayristirabiliriz:

G =< R U S; {sadece R'deki liretecleri iceren bagintilar}

U {sadece S’deki tiretegleri iceren bagintilar} >
biciminde yazarsak G grubu

G, =< R:R'deki uiretegleri iceren bagintilar >
ve

G, =< S:S'deki Uretecleri iceren bagintilar >
gruplarinin serbest ¢arpimidir.

Simdi verilecek olan Kurosh teoremi ile serbest gruplar i¢in verilmis olan Nielsen—

Schreier teoremi serbest ¢carpimlara genisletilebilir.

1.1.23. Teorem (Kurosh). G, A, alt gruplarinin serbest ¢arpimi olarak

o=[]-»
a

seklinde gosterilsin. H, G nin bir alt grubu ise
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B

seklindedir. Burada F bir serbest grup ve her bir § icin Bg, A, grubunun bir alt grubuna

esleniktir.

1.1.24. Teorem. G = AxB,Hc Ave K c B ise H ve K ile Uretilen alt grup bunlarin
serbest carpimidir. Yani < H, K >= H x K dur.

1.1.25. Teorem. H(,) = C, » C,’dir (Macbeath, (1963)).

Bunun anlami ise H(Aq) Hecke grubunun 2 ve g mertebeli iki sonlu devirli grubun

serbest ¢arpimina izomorf olmasidir. Yani aslinda bu tezin konusu olan Hecke gruplari

birer serbest ¢arpimdir.
Simdi diizgiin figiirler kavramini irdeleyelim.

1.1.26. Tamim (Figur). Bir G grafi, sonlu ve baglantili olsun. G grafinin kompakt,
baglantili ve yonlendirilebilir bir S yizeyine S — G kiimesi ¢cokgenlerin bir ailesi olacak
sekilde gomiilmesine S Uzerinde bir figlr denir. Burada S — G agik disklerden olusur ve
bu disklerin her birine figiiriin bir yiizii (face) denir. Dolayisiyla bir figiir v (vertex) kose,
e (edge) kenar ve f (face) yuzden olusur. Bu tez boyunca figiirler G notasyonu ile
gOsterilecektir. G, S yuzeyi Uzerinde bir figuir olmak tizere, G figlrtniin cinsi S ylzeyinin

cinsi olarak tanimlanir.

Graflarla ilgili daha detayl bilgi i¢in bkz. (Bondy ve ark., (2008)), (Diestel, (2010)),
(Foulds, (1992)), (Hakimi, (1962)), (Havel, (1955)), (Hecke, (1936)) ve (Wallis, (2007)).
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1.1.27. Tanim (Dual figlr). Esas figlir ile aynm1 yiizey iizerinde bulunan, fakat esas
figilirin koselerini yiiz merkezleri, yiiz merkezlerini ise kose kabul eden figure dual ya da

eslenik figiir denir. G* ile gosterilir.

1.1.28. Tamim (Figurun tipi). G bir figlr olsun. G 'nin her bir yiiziiniin kenar
sayllarinin ekok’una G'nin yiiz kathilig1 (face valency), G’'nin her bir kdsesinden
cikan kenar sayilarinin ekok’una da G’'nin kose katlihig1 (vertex valency) denir ve bu

durumda G’nin tipi {m, n}'dir denir. Dual figiiriin tipi ise {n, m} oldugu aciktir.

Ornek vermek gerekirse kip {4, 3}, dizgin sekiz yizli {3, 4}, diizgiin dort yizli {3, 3}
tipindeki diizgiin figiirlerdir. Burada goriildiigii gibi kiip ve diizgiin sekiz yiizlii birbirinin
eslenigidirler, bkz. Sekil 1.6.

&

Sekil 1.6. Kup ve Duzgiin sekiz yuzli

Yani sezgisel olarak kiip, diizgiin dort yiizlii, diizgiin sekiz yiizlii gibi her kosesinden

bakildiginda ayn1 goriinen figiirlere diizgiin figiirler diyecegiz.

1.1.29. Tanmmm. (Euler-Poincare formuli). G, cinsi g olan {m, n} tipinde bir diizgin
figliriiniin dartlarinin  sayist |Aut®(M) | esittir ve |G| =|V|-n=|E|-2=|F|'m

olmak tizere Euler-Poincare karakteristigi
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2—2g, Myonlendirilebilir

X(@G) =VI-IEl+|F| = {2 —g, Myobnlendirilemez

dir. Buradan G yiizeyinin cinsi g olmak Uzere su bagintilar saglanir:

( 1 1 1
ut ————— | +1, onlendirilebilir ve yansimali
|4ut(@| (5—7==7-)+1  Myonlendirilebilir ve l
1 1 1
g=9G) =1 |Aut(G)| (Z —5 %) + 1, M yonlendirilebilir ve chiral
1 1 1 . .
\ |Aut(G)| (Z —5 %> + 2, M yonlendirilemez.

Biz bu tezde yonlendirilebilir yiizeyler iizerinde ¢alisacagiz. O halde Euler-Poincare
karakteristigi

1 1
n 2

1
X(©) = VI = |E| +|F| = 2 - 29 = Aut®(6) (—+~~3)

seklinde bulunur.

Simdi ise {m,n} ikilisindeki m ve n sayilarinin ekstremum degerleri igin Conder ve
Dobcsanyi tarafindan verilen 6zellikleri inceleyelim, (Conder ve Dobcsanyi, (2001)).
Burada cinsi 2 veya daha biiyiik olan yansimali yonlendirilebilir figiirler igin bes farkli

sinif verilmistir.

1.1.30. Teorem. g = 2 iken yansimali ydnlendirilebilir figiirler i¢in bes farkli sinif

asagida verilmistir:
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(@) {4g,4g} tipindeki tek koseye ve 2g tane kenara sahip tek yizlu olan figlrler.

Bunlarin otomorfizm grubu 4g mertebeli D, dihedral grubudur.

(b) {2g + 1,49 + 2} tipindeki tek koseye, 2g + 1 kenara ve iki ylze sahip figirler.

Bunlarin otomorfizm grubu 8g + 4 mertebeli D, ., dihedral grubudur.

(c) {2g + 2,2g + 2} tipindeki iki koseli, 2g + 2 kenarli ve iki ylize sahip figiirler.

Bunlarin otomorfizm grubu 8g + 8 mertebeli D, 4, x C, direk garpim gruplaridir.

(d) {4,4g} tipindeki iki koseli, 4g kenerli ve 2g ylize sahip figiirler. Bunlarin

otomorfizm grubu 16g mertebelidir.

(e) {4,2g + 2} tipindeki dort koseli, 4g + 4 kenerli ve 2g + 2 yuze sahip figlrler.
Bunlarin otomorfizm grubu 16g + 16 mertebelidir.

Boylece g > 2 iken Hecke gruplarmin normal alt gruplarinin karsilik getirilerek
bulunacagi tiim yansimali, yonlendirilebilir {m, n} tipindeki figurler i¢in m veya n’nin
alabilecegi maksimum deger 4g + 2 olabilir. Bu sekilde bir iist limit, ¢aligilan degerleri

kisitlayarak isimizi kolaylastirdigindan oldukca faydali olacaktir.

Bu sonugta g = 2 alindigina dikkat ediniz. Bunun sebebi, kiire ve tor ylizeyi tizerindeki

figurler igcin m ve n’nin ¢ok daha genis bir aralig1 kapsayan degerler alabilmesidir.

Ik olarak g = 0 ise, yani Hecke grubunun bélim grubu kiire tizerinde hareket ediyorsa,

H(Aq)

0 zaman ilk olarak bir H(Aq) Hecke grubunu — = D,, = (2,2,n) Uzerine resmederek

bu islem sonucunda bu epimorfizmin ¢ekirdegi olarak elde edilecek olan N normal alt
grubuna karsilik gelecek {2, n} tipinde bir diizgun figlr elde ederiz. Tabii bu normal alt

grup kure tzerinde hareket etmektedir.

Burada n sayisinin iizerinde higbir kisit yoktur. Dolayisiyla istenildigi kadar biiyiik
secilebilir. Yani kire tizerinde hareket eden bir diizgiin figurun tipi {m, n} ise m ve n igin

bir st sinir elde edilemez.
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Ikinci olarak H(4,) grubunu D, =(2,n,2) (zerine resmedebiliriz. Burada
homomorfizmin tanimlanabilmesi i¢in n|q olmalidir. Bu bize {n, 2} tipinde bir dlzgiin

figur verecektir. Ozetle m ve n igin bir iist stir yoktur, en kiigiik degerleri de 1 olabilir.

Tor tizerinde hareket eden boliim gruplarina gelince H (Aq)’yu ancak (2,3,6), (2,6,3)

veya (2,4,4) lizerine resmetmek miimkiindiir. Dolayisiyla elde edilebilecek figiirler
{3,6}, {6, 3} veya {4, 4} tipinde olabilir. Yani

min{m,n} = 3 ve max{m,n} =6

olur.

Simdi diizgiin figlir kavramimi ele almak i¢in otomorfizmlerden bahsedecegiz ve

otomorfizmleri ok (dart) adin1 verdigimiz bir kavramdan yararlanarak ifade edecegiz:

1.1.31. Tammim (Otomorfizm). G, S ylzeyi Uzerinde bir figir olmak tzere S ylzeyinin
f(G) = G sartlarim1 saglayan bir f otomorfizmasina G figiiriiniin bir otomorfizmasi denir
ve bu otomorfizma G figiiriiniin koselerini koselerine, kenarlarini kenarlara ve yizlerini
ise yuzlere resmeder. EKk olarak G figiiriiniin tiim otomorfizmalar1 bir grup olusturur ve
Aut(G) ile gosterilir. Ustelik G figiiriniin tiim otomorfizmalarinin grubu da bileske
islemine gore bir grup olusturur ve Aut®(G) ile gosterilir ve Aut(G)’nin 2 indeksli bir alt

grubudur.

1.1.32. Tamim (Dart). Bir figiirde herhangi bir koseye dogru yonlendirilmis kdse-kenar
iligkisine bir dart denir, bkz. Sekil 1.7.

Sekil 1.7. Bir a dart1
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1.1.33. Tamm (Diizgiin figiir). G, S yuzeyi Uzerinde bir figir olmak tzere Aut®(G)
grubu dartlar iizerinde gegisli ise G’ye bir diizgun figir denir. f € Aut(G) olmak lzere G
figiirliniin bir kenarina ait olan iki dartin1 birbirine gotiiriir ve bu kenara komsu olan iki
yiizlinii sabit birakirsa f otomorfizmasina G figiiriiniin bir yansimasi denir. Eger G

figiirliniin en az bir yansimasi varsa yansimalidir denir.

Bu tezde ¢alisacagimiz diizglinliik kavramu figiirler i¢in olduk¢a 6nemli bir kavramdir.
Jones ve Singerman, (2,m,n) tirl ii¢ggen gruplarinin normal alt gruplan ile {m,n}
tipindeki diizgiin figiirler arasinda 1 — 1 esleme oldugunu gostermistir, (Jones ve
Singerman, (1978)). Bu 0zellik sayesinde Hecke gruplarinin alt gruplart ve bu alt

gruplardan da diizgiin figiirler hakkinda bilgi edinecegiz.
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2. KURAMSAL TEMELLER

Hecke gruplari, ayrik gruplar olarak 1936 yilinda Alman matematik¢i Erich Hecke
tarafindan Dirichlet bolgeleri ile ilgili olarak caligilmis olan gruplardir. En 6nemli Hecke
grubu da modiiler gruptur. 1980°1i yillardan itibaren Hecke gruplar ile ilgili ¢ok sayida
calisma yapilmistir. 1994 yilinda Canglil, doktora tezinde (Cangul, (1994)) o gun bilinen
tim diizgiin figiirlerin cinsinin 7 veya daha kiiciik olmasindan hareketle Hecke
gruplarinin cinsi 7’ye kadar olan tiim normal alt gruplarini hesaplamisti. Conder ve
Dobcsanyi tarafindan daha sonra cinsi 101’e kadar olan tim dizgin figurlerin listeleri
(Conder & Dobcsanyi, (2001))’de verildiginden Hecke gruplarinin normal alt gruplarinin

da cinsi 101’e kadar olanlarinin ¢aligilmasi miimkiin olabilmistir.

2018 yilinda Delen ve Cangiil tarafindan omega invaryant adi verilen yeni bir graf
invaryanti tanimlandi. Verilen bir derece dizisine karsilik olarak ¢izilebilecek tlim graflar
hakkinda bir¢ok bilgi veren ve islemleri kolaylastiran bu invaryant ile ilgili ¢ok sayida
calisma yapildi ve birgok alandaki uygulamalar1 elde edildi. Bunlar arasinda bilesen
sayisi, loop sayisi, katli kenar sayisi, yiiz sayisi, kiris sayisi, bagimsizlik sayisi, matching
say1s1 gibi graf parametreleri yer almaktadir. Ayrica omega invaryanti, sayilar teorisiyle
iliskili olarak Fibonacci, Lucas ve Tribonacci graflarinin tanimlanmasinda ve

calisiimasinda da kullanilmustir.

Bu tezde de omega invaryanttan ve Conder tarafindan verilen listelerden faydalanarak
Hecke gruplarinin normal altgruplarinin parametreleri arasinda yeni bagintilar elde

edilmis, bu normal altgruplarla ilgili birgok yeni sonug ortaya konulmustur.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Hecke gruplarimin normal alt gruplarinin ¢alisilmasinda, dogal olarak temel soyut cebir
yontemleri kullanilmistir. Bunlar arasinda serbest gruplar, serbest ¢arpimlar, Kurosh alt
grup teoremi, alt gruplarla ilgili kombinatorik sonuclar, Sylow teoremleri ve izomorfizm

teoremleri ilk akla gelenlerdir.

Jones ve Singerman’in meshur permiitasyon yontemi de her bir normal alt gruba bir
diizgiin figiir karsilik geldigi gerceginden hareketle kullanilmakta ve Hecke gruplarin
normal alt gruplarinin ¢alisilmasinda faydali olmaktadir. Duzgun figurlerle ilgili tim

yontemler ve formiiller de bu alt gruplarin hesaplanmasinda kullanilmistir.

Ayrik gruplar teorisinde alt gruplarin ¢alisilmasinda siklikla kullanilan bir yontem olan
Riemann-Hurwitz formuli de Hecke grubunun ve herhangi bir normal alt grubunun temel
bolgelerinin hiperbolik alanlar1 arasinda bir baginti verdiginden bu tezde de
hesaplamalarda yogun bir sekilde kullanilmistir. Bir normal alt grubun iireteclerinin
hesaplanmasi i¢in kullanilan metod olan Reidemeister-Schreier metodu da normal alt

gruplarin ¢alisiimasinda kullanilmistir.

Sonlu gruplarin tiggen grubu olarak temsil edilebilmesi de izomorfizm teoremlerinin

kullanildig1 yerlerde oldukga faydali olmustur.

Son olarak omega invaryanti ve onun birgok temel 6zelligi de bu tezdeki hesaplamalarda

kullanilmuastir.
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4. BULGULAR
4.1. Omega invaryanti

Bu alt boliimde omega invaryanti ile ilgili verilen tanim ve sonuglar hakkinda daha detayl

bilgi igin (Cangul & Delen, (2018)) ve (Cangul & Delen 2, (2018)) makalelerine bakiniz.

G = (V,E) bir graf olmak Uzere G grafinin koselerinin bir kiimesi V(G), kenarlarinin
kiimesi ise E(G) olsun. G grafinin kose elemanlarimin sayist |V(G)| =n ve kenar
elemanlarinin sayisi ise |E(G)| = m’dir. Burada n’ye G grafinin mertebesi, m’ye ise G
grafinin boyutu diyecegiz. v € V(G) igin v kosesinin derecesini d,, ile gosterecegiz.
Derecesi 1 olan kdseye sallanan (pendant) kose, bu koseye bitisik olan kenara da sallanan
(pendant) kenar denilir. Bir grafin en kiiciik ve en biiyilik kdsesinin derecesi 6 ve A ile
gosterilecektir. u, v € V(G) koseleri arasinda bir kenar mevcutsa bu iki kdseye komsu
(adjacent) koseler denilir. u ve v komsu kdseler ise ve e kenari bu kdselere bagliysa e =
uv seklinde gosterilir.uv € E(G) ise uv kenarina u ve v koselerine bitisiktir (incident)
denilir. Komsuluk ve bitisiklik kavrami graf enerjisinde, graf teorinin alt alanlarinda ve

graflarin lineer cebirsel ¢alisilmalarinda ¢ok énemli rol oynamaktadir.

Genel olarak bir derece dizisi bir G grafinin kose derecelerinin olusturdugu kiimeye denir

ve

DS = {O(tlo)’ 1(a1), Z(aZ), 3((13)’ ,A(aA)}

seklinde gosterilir.

Sekil 4.1°de {1,2,2,2,3} kiimesinin iki farkli ¢izimi goriilmektedir. Bu ¢ok da biiyiik bir
derece dizisi olmamakla beraber basit iki ¢izimi mevcuttur. Aslinda basit olmayan bagka
cizimler de mevcuttur. Bu kiime biraz daha biiyiik oldugunda bu kiimenin derece dizisi
oldugu binlerce hatta milyonlarca graf cizilebilmektedir. Bu graflarin sayis1 halen bir agik

problemdir.
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Sekil 4.1. Bir derece dizisinin iki farkli ¢cizimi

D negatif olmayan tamsayilardan olusan bir kime olmak tizere D kiimesi bir G grafinin
derece dizisine esit ise D ’ye bir cizilebilir (realizable) derece kiimesi diyecegiz.
Tanimdan anlasilacagi {lizere ¢izilebilir bir derece dizisi i¢in bu derece dizisine sahip en
az bir graf oldugu agiktir. Sekil 4.1’deki graflar yukarida belirttigimiz gibi tamamen farkli
olmalarina karsin ayni derece dizisine sahiptir. BOyle bir kiimeye derece dizisi

denildiginde bu kiimenin gizilebilir oldugu anlasilacaktir.

Negatif olmayan tamsayilardan olusan belirli bir kiimenin bir graf olarak gizilip
cizilemeyecegini belirlemek igin ¢ok sayida sonu¢ vardir. Bunlardan en iyi bilineni
Havel-Hakimi tarafindan verilen sonugtur, bkz. (Havel, (1955)), (Hakimi, (1962)). Graf
teorinin el sikisma lemmasindan dogan en Onemli sonuglarindan biri de, tiim kose
derecelerinin toplaminin kenar sayisinin iki katina esit olmast yani ¢ift tamsay1 olmasin

ifade eder.

Burada graflari en az bir devire sahip olup olmamasina gore siniflandiracagiz. Baglantili
bir grafta hi¢bir devir bulunmazsa bu grafa agag (tree) denir ve n koseli bir agag Ty, ile

gosterilir. Eger devir icermeyen bir graf baglantili degilse bu grafa orman (forest) denilir.

Omega invaryantinin 6zel bir degerinin agaglarin sallanan yaprak sayisini bulmaya
yaradigi iyi bilinen bir sonugtur. Daha net bir ifadeyle bir agagtaki yapraklarin sayisini

veren formul

29



a; =2+asz+2a,+3as+ -+ (A—2)ay

seklindedir. Buradaki bir agagtaki yapraklarin sayisi, bir baska ifade ile de a; sayist

salllanan kenar sayisin1 vermektedir.

Bu esitligi asagidaki sekilde diizenledigimizde
—2=az+2a,+3as+ -+ (A—-2)ay— a4

elde edilir. Delen ve Cangiil, bu esitligin agaglar icin -2 degerine esit olan sag tarafinin
agaclar disindaki graflar icin de belli degerleri aldigin1 gordiiler, bkz. (Delen & Cangul,
(2018)). Bu da Delen ve Cangiil’iin sag taraftaki ifadeye bir isim vermelerine sebep

olmustur:

4.1.1. Tamm (Omega invaryanti). D ={1(‘11),2(‘12),3(“3),...,A(aﬁ)} cizilebilir bir
derece dizisi olmak (izere G bu derece dizisine sahip bir graf olsun. G grafinin omega

invaryanti

A
QG)=as;+2a,+3as+-+(A—-2)ay—a, = Z(i —2)a;
i=1

seklinde tanimlanir.

G grafinin omega invaryantinin ayni1 zamanda D derece dizisinin de omega invaryanti

olduguna dikkat ediniz.

Omega invaryantini daha iyi anlayabilmek icin bir 6rnek verelim:
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Sekil 4.2. A(G) = 10 olan bir G grafi

Sekil 4.2°deki G grafinin derece dizisi {1(1,2(1),3MW 41 51 7} olup omega

invaryanti

QG)=1-1+2-1+3-14+5-1-1-1=10

olmaktadir. Dogal olarak bu asamada elde edilen bu 10 degerinin ¢ok bir anlam1 oldugunu
gobremesek de bu saymin, D derece dizisinin tiim ¢izimleri hakkinda ortak bilgilere

ulagsmamizi saglayacagini not edelim.

Simdi omega invaryanti i¢in dnemli bir 6zelligi verecegiz:

4.1.2. Teorem. m kenar ve n kdseye sahip bir G grafinin omega invaryanti

Q(G) =2(m —n)

bagintisi ile hesaplanir.

Ispat. El stkisma lemmasi geregi kose dereceleri toplami kenar sayisinin iki katina esit

oldugundan
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2m =aq + 2a, + 3az + -+ Aay

=az+2a,+3as+ -+ QA —-2)ay—a; +2(a, +a; +az+ -+ ap)

elde edilir. a; + a, + a3 + --- + a, = n oldugundan

2m = Q(G) + 2n

ve buradan da Q(G) = 2(m — n) istenen sonucu elde edilir.

Asagidaki sonug asikardir:

4.1.3. Teorem. Herhangi bir G grafi i¢in Q(G) cifttir.

Bu sonug su sekilde yorumlanabilir:

4.1.4. Sonug. D derece dizisinin ¢izilebilir olmasi i¢in Q(D) ¢ift olmalidir.

Her derece dizisine karsilik bir omega invaryant1 bulunabilir, fakat tersi her zaman dogru
degildir. Gergekte her bir omega degeri igin sonsuz ¢oklukta grafin mevcut olacagi

kolayca soylenebilir.

Sik karsilagilan graf tiirleri n = r 4+ s olmak Uzere B, yol, C, devir, S,, yildiz, K,, tam,
T, s larva, K, ¢ iki parcali grafidir. Simdi agaglarla birlikte bu graf tdrlerinin omega

degerlerini verelim:

Qc,) =0
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Q(P,) = -2
OS,) = —2
(T, = —2
Q(K,) =n(n—3)
Q(K,5) =2(rs — (r +5))

Q(T.5) = 0.

Bir G grafindaki kapali bolgelerin (devirlerin) sayisi r olsun. Burada grafin digindaki
smirsiz bolge hesaba katilmayacaktir. Ornek vermek gerekirse, C,, igin r = 1, T,, igin
r =0, K, i¢in r = 3 olarak alinacaktir. Devir bulunduran graflar i¢in n > 3 olmasi

gerektigi asikardir.

4.1.4. Teorem. D = {1(@),2(@2) 3@ ~Al@)} e G grafi D derece dizisine sahip

baglantili bir graf olsun. G grafinin kapali bolge veya devir sayisi

QG
r=(7)+1

seklindedir.

Grafin baglantili olmamas1 durumunda da eger grafin C tane bileseni varsa kapali bolge

sayisl

Q(G)
r=—X2
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ile verilmektedir.

4.2. Hecke gruplarinin normal alt gruplarinin diizgiin figiirler ile iliskileri

Jones ve Singerman’in H(4,) Hecke gruplarinin normal alt gruplar ile diizgiin figiirler
arasindaki 1 — 1 eslemenin varligin1 gosterdiklerini daha 6nceden soylemistik (Jones &
Singerman, (1978)). Simdi daha ayrintili olarak ifade edersek m|q olmak lzere her m €
N igin

0: H(Ay) =(2,q,9) > (2,m,n)
R uretecini iki uzunluklu devirlere, S tretecini m uzunluklu devirlere ve son olarak da
T = R - S Uretecini n uzunluklu devirlere tasiyan bir epimorfizm elde ederiz. |G| = pn

ise, R’nin devir sayis1 /2, S’nin devir sayis1 u/m ve T ’nin devir sayisi pu/n olarak

bulunur. R’nin H(44)/N b6lim grubundaki permiitasyonlarin sayisi

L
2 2

olup her bir devir, N normal alt grubuna karsilik gelen diizgln figirdeki bir kenara

denktir. Benzer sekilde S’nin H(4,)/N b6luim grubundaki permtasyonlarin sayist

olup her bir devir N normal alt grubuna karsilik gelen duizguin figtrdeki bir ylze denktir.

Son olarak T’nin H(4,4)/N béliim grubundaki permiitasyonlarmin sayisi

olup her bir devir N normal alt grubuna karsilik gelen dizgiin figlrdeki bir koseye

denktir. Boylece f = p/mvev = u/n olur. Buradan % = d ile gosterirsek

34



o %))
N = (g;%(m)’oo(%)> _ <g;% ,oo(w) — (g;d), o)

elde edilir. Burada g, N’ye karsilik gelen diizgiin figiiriin lizerinde oldugu yiizeyin

minimum cinsidir ve Riemann-Hurwitz formili yardimryla hesaplanabilir.

4.2.1. Teorem. N = (g;d¥,0™) < H(A,) ise

f
N EF1+e—f *nCd
i=1

dir (Demirci ve ark., (2021)).

Ispat. Cangiil tarafindan (Cangul, (1994))’de ispatlanan N normal alt grubunun serbest

kisminin ranki
r(N)=2g+v—-1

seklindedir. Cinsi g olan yonlendirilebilir bir yiuzeydeki herhangi bir graf icin Euler

formuld
v—e+f=2-2g
dir. Buradan v = t oldugu hatirlanirsa
r(N)=2g+v—-1=2—-v+e—f+t—1=14+e—f

elde edilir. Sonu¢ olarak, her bir d =% degeri igin serbest carpimda f tane d

uzunlugunda C, deviri elde ederiz. Bu alt grubun gésterimi ise

f
N=Fpo ] [
i=1

seklindedir. 4.2.1. Teorem’den asagidaki sonuglar elde edilir:
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4.2.2. Sonug. m = %ve N = (g;d",0™) < H(A,) ise

f
N = F1+(22__mm)-ll * 1:1[ Cd

olur.

Ispat. Teorem4.2.1.’de e = p/2 ve f = p/m yazilarak kolayca goriiliir.

4.2.3. Sonug. H(A,)’nun kire tizerindeki bir normal alt grubu N = (0; d"), 0™) ise

N’in ranki
r(N)=v-1
dir.

4.2.4. Sonug. H(A,) nun tor iizerindeki bir normal alt grubu N = (1;d¥?, 0®) ise

N’in rank1
r(N)=v+1
dir.
4.2.5. Sonug. H(A4)’nun iki delikli tor Uzerindeki bir normal alt grubu
N = (2; do, oo(”))
ise N’nin ranki

r(N)=v+3

dir.

(Delen & Cangul, (2018))’de tanimlanan ve c¢alisilan, Q ile gosterilen ve omega

degismezi olarak adlandirilan yeni bir topolojik graf invaryanti ve 6zellikleri incelendi.
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Omega degismezinin 6zelliklerini gormek igin (Delen & Cangul, (2018)) ile (Delen &
Cangul 2, (2018))’e bakilabilir. (Delen & Cangul, (2018))’de herhangi bir G grafi i¢in
Q(G) = 2(m — n)’dir. Bir diizgiin figiir aym1 zamanda bir graf oldugundan bu
gosterimi diizgun figtrler icin de kullanabiliriz. Ornegin bir G diizgiin figiirii i¢in G’nin

(S
2

yiiz sayisi (Delen & Cangul, (2018))’de f = + ¢(G) olarak verilmistir. ¢(G), G’nin

Q6

bilesenlerinin sayisin1 gosterir. (Delen & Cangul 2, (2018))’de f = —t x(G) olarak

verilmistir. y(G), G ’nin Euler karakteristigini gosterir. Bu ikisinden v, H(44) nun

kdselerinin sayis1 olmak lizere, H(44)’nun bir N normal alt grubunun rankinin
r(N)=14+v— x(G)

oldugu sonucuna ulasiriz.

(Delen & Cangul 2, (2018))’de asagidaki sonug verilmistir:

4.2.6. Lemma. N, H(A,)’nun bir normal alt grubu olsun. G, N’ye karsilik gelen bir
duzgun figir ve v, G 'nin koselerinin sayisini gostersin. H(4,4)’nun bir N normal alt

grubunun ranki1
r(N)=1+v— x(G)
ile verilir.

4.2.7. Teorem. N, H(44) nun bir normal alt grubu olsun. G, N’ye karsilik gelen bir
duzgin figir, v, G ’nin koselerinin sayist ve f, G ’nin yiizlerinin sayisini gostersin.

H(A4)’nun bir N normal alt grubunun rank1

r(N)=1+v—f+@

dir.
4.2.8. Teorem. 4.2.6. Lemma’dan
r(N) =1+v— x(G)
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oldugunu biliyoruz. (Delen & Cangul, (2018))’de Delen ve Cangul, herhangi bir G
grafinin Omega degismezi ve Euler karakteristigi arasinda Q(G) = 2(f — x(G))
baglantis1 oldugunu gostermistir. Bir diizglin figiiriin ayn1 zamanda bir graf oldugunu

hatirlarsak,

1@ = f - 52

olur. Bunu (1) esitliginde yerine yazip ispat1 yapabiliriz. Teorem 4.2.7°yi asagidaki gibi
e, f,g ve Q(G) ile yeniden ifade edelim:

4.2.9. Sonug. H(A4)’nun bir N normal alt grubunun ranki

r(N)=3+e—2f—2g+@

ile verilir.
Ispat. Euler karakteristigi 6zelliginden dolay1 v = 2 — 2g + e — f oldugunu biliyoruz.

Bunu Teorem 4.2.7°de yerine yazarak sonuca ulasiriz.
Bu sonug oldukga kullanighidir ve f, q, g ve v arasinda bir bagint1 verir,
Simdi m|q olmak lzere her m € N icin,

0: H(Ay) =(2,q,9) > (2,m,n)

epimorfizminin gekirdegi ker® = N ise N < H(4,) oldugunu biliyoruz. G, cinsi g olan

{m, n} tipinde bir duizgln figlr ve |G| = w olsun. O halde asagidaki teoremi verebiliriz:

4.2.10.Teorem. Yonlendirilebilir ve yansimali bir G duizgiin figurQ igin

4p
nNSE——-—"—-<m
u—8g+8

dir.
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Ispat. (Conder & Dobcsanyi, (2001))’de yonlendirilebilir ve yansimali bir G diizgiin

figard icin

—|G|<1 1 1)+1
g= 8 4m 4n

oldugu verilmistir. Burada genelligi bozmadan max{m,n} = m ve 3 < n < m olarak

alirsak

g-—1
|G|

1 1

1
4m 4n 8
elde edilir. n < m oldugundan n yerine m yazarsak

1 1
im 4m

g—1

1
P —
8 |G|

1 -8 8
_H=8g+8

2m 8u
4
u—8g+8

elde ederiz. Benzer sekilde m yerine n koyarsak

g-—1

1
O —
8 |a]

1
2n

elde ederiz.
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Simdi ise {m,n} ikilisindeki m ve n sayilarinin ekstremum degerleri i¢in Conder ve
Dobcsanyi tarafindan verilen ozellikleri daha onceden giris bolimiinde belirtmistik.
(Conder ve Dobcsanyi, (2001)). Burada cinsi 2 veya daha biiyiik olan yansimali
yonlendirilebilir figiirler i¢in verdigimiz smiflardan g = 2 iken Hecke gruplarinin
normal alt gruplarimin karsilik getirilerek bulunacag: tiim yansimali, yonlendirilebilir
{m, n} tipindeki figrler i¢cin m veya n’nin alabilecegi maksimum deger 4g + 2 olabilir.
Bu sekilde bir dist limit, calisilan degerleri kisitlayarak isimizi kolaylastirdigindan
oldukga faydali olacaktir. Buradan g > 2 i¢in Ekok{m,n} degerleri asagidaki tabloda
verilmistir. Ustelik bu degerler g’ = 2g + 1 olmak iizere

Ekok{m,n} = k,.((g")* - g")

olacak sekilde bir k; sayist bulunmustur ve 2k, aliarak asal carpanlar olarak
yazilmistir. Fakat bu say1 sayilar teorisi olarak incelendiginde herhangi bir bagint1 su an
i¢in bulunamamistir ve ucu acgik bir problem olarak ilgi ¢cekecegi diisiiniilmektedir. Diger

yandan asagidaki tablo yardimiyla

m|q olmak lzere her m € N igin,

0: H(Ay) =(2,q,9) > (2,m,n)

epimorfizminin ¢ekirdegi ker® =N ise N < H(4;) oldugunu daha Onceden
sOylemistik. Buna ek olarak g > 2 igin Ekok{m,n} =Z ise (Z,q) = 1 oldugunda
H(44) hecke grubunun normal alt grubunun bulunmayacagim sdyleyebiliriz.

Ornek olarak g = 3 icin Ekok{m,n} = 168 oldugundan (q, 168) = 1 olacak sekildeki
q sayilan i¢in H(A,) hecke grubunun normal alt grubu bulunamaz. Bu sekilde 6rnekleri
3 < g <101 icin asagidaki tablodan yararlanarak H(4,) hecke grubunun normal alt
grubunun belirli g degerleri i¢in bulunup bulunmayacagini sdyleyebiliriz.
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g Ekok{m,n} g =2g+1 2k, 2k, nun Asal carpan
3 168 7 1 20

4 720 9 2 2

5 1320 11 2 2

6 32760 13 30 2.35

7 5040 15 3 3

8 24480 17 10 25

9 47880 19 14 2.7

10 27720 21 6 2.3

11 12144 23 2 2

12 109200 25 14 2.7

13 196560 27 20 22,5

14 48720 29 4 2

15 3437280 31 231 3.7.11
16 538560 33 30 235

17 42840 35 2 2

18 46060560 37 1820 22.5.7.13
19 622440 39 21 3.7

20 2273040 41 66 2.3.11
21 158928 43 4 22

22 91080 45 2 2

23 23868480 47 460 22.5.23
24 233906400 49 3978 2.32.13.17
25 183783600 51 2772 22.32,7.11
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26 57297240 53 770 2.5.7.11
27 1580040 55 19 19

28 2777040 57 30 2.3.5

29 2463840 59 24 23.3

30 908587680 61 8008 23.7.11.13
31 6874560 63 55 5.11

32 14002560 65 102 2.3.17

33 726180840 67 4830 2.3.5.7.23
34 985320 69 6 2.3

35 3936240 71 22 2.11

36 16812104400 73 86450 2.5%,7.13.19
37 345454200 75 1638 2.32.7.13
38 27387360 77 120 23.35

39 5176080 79 21 3.7

40 695550240 81 2618 2.7.11.17
41 62887440 83 220 22.5.11
42 15278543280 85 49764 22.3.11.13.29
43 9876240 87 30 2.3.5

44 16212240 89 46 2.23

45 19527187680 91 51832 23.11.19.31
46 9289249200 93 23100 22.3.52,7.11
47 2571840 95 6 2.3

48 15125947200 97 33150 2.3.52.13.17
49 75675600 99 156 22.3.13
50 1031230200 101 2002 2.7.11.13
51 172088280 103 315 32.5.7
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52 10417680 105 18 2.32

53 1886401440 107 3080 23.5.7.11

54 82839917160 109 127946 2.7.13.19.37
55 11653321680 111 17043 3.13.19.23

56 53346938400 113 73950 2.3.52.17.29
57 127743840 115 168 23.3.7

58 112104720 117 140 22.5.7

59 1685040 119 2 2

60 | 601137055078560 121 678698748 22.32,7.13.31.41.163
61 17193274560 123 18480 2%4.3.5.7.11

62 2921688000 125 2992 241117

63 598249491840 127 1168310 2.5.11.13.19.43
64 8429541120 129 7854 2.3.7.11.17

65 2407565160 131 2142 2.32,7.17

66 179366667480 133 152490 2.3.5.13.17.23
67 396098640 135 322 2.7.23

68 539955360 137 420 22.3.5.7

69 757305360 139 564 22.3.47

70 5365095120 141 3828 22.3.11.29

71 14620320 143 10 25

72 | 116037144568800 145 76127870 2.5.72.13.17.19.37
73 15004803177000 147 9447750 2.32,53.13.17.19
74 1132398867600 149 684684 22.32,7.11.13.19
75 6892485600 151 4004 22.7.11.13

76 698377680 153 390 2.3.5.13

77 513873360 155 276 22.3.23
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78 1550525820480 157 801360 2%.33,5.7.53

79 379844640 159 189 33.7

80 63990622080 161 30668 22.11.17.41

81 63356443920 163 29260 22.5.7.11.19

82 1792292040 165 798 2.3.7.19

83 512302560 167 220 22.5.11

84 993105313200 169 411510 2.3.5.11.29.43
85 111650893200 171 44660 22.5.7.11.29

86 854294760 173 330 23511

87 948578400 175 354 2.3.59

88 2959479563040 177 1067430 2.3.5.7.13.17.23
89 3693443040 179 1288 23.7.23

90 1345325476 181 2690650952 23.11.19.23.31.37.61
91 94038824880 183 30690 2.32.5.11.31

92 9820063440 185 3102 2.3.11.47

93 104362695360 187 31920 24.3.5.7.19

94 297047520 189 88 23.11

95 6974647680 191 2002 2.7.11.13

96 64224771811200 193 17867850 2.3.5%2.72.11.13.17
97 124789064400 195 33660 22.32,5.11.17
98 376907176800 197 98600 23.52,17.19

99 | 535409502427800 199 135883839 3.7.13.17.19.23.67
100 | 1172774794791600 201 288846558 2.32.7.11.13.17.23.41
101 4893656040 203 1170 2.32.5.13
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4.2.11.Teorem. N < H(2,) i¢in

dir.

Ispat. |G| = |V|-n=|E|-2 = |F|-m oldugunu ve yonlendirilebilir bir yiizey igin

Euler-Poincare karekteristiginin

1 1 1
X(G) = |v| —le|l + |f] g = 1G] t--3

oldugunu daha 6nceden soylemistik. O halde |G| = |E| -2 = u esitligini denklemde

yerine yazarsak

2—-2g 1 1 1
_= — 4 —
7 2 m n
2—-2g 1 1
2e 2 m'n
2—-2g9g+e 1 1
2e “m n
X(G)+e_1 1
2e m n
v—et+f+e 1 1
2e m n
v+ 1 1
f_1,1
2e m n

elde edilir.
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4.2.12.Teorem. N < H(2,) bir serbest alt grup ise

K = 4e
NCE R

dir.
Ispat. |G| = |V|-n = |E| -2 = |F| - m esitliginde m|q oldugundan m = q alindiginda

2e = qf = 4e = 2qf

4e 2qf

e—f e—f

4e  2f
(e=flg e—f

ve boylece

4e _
(e—f)q

q

elde edilir. Bunlara ek olarak
t
f=fgq = (§+g - 1)-kq

olarak verilen bir 3 < g < 101 igin k, = ﬁ sayilar1 asagidaki tabloda verilmistir.
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90 _ 2 _ 1 _ 2 _ _
3

91 4 2 4 1 _ 2 _ 1

3 3 2

92 4 2 _ 1 _ 2 _ 1

3 2

93 _ 2 _ _ 4 2 _ _
5 3

94 4 2 _ 1 _ _ 4 1

7 2

95 _ 2 _ 1 _ 2 _ _
3

96 4 2 _ 1 _ 2 4 1

3 7 2

97 4 2 4 1 4 2 4 1

3 5 3 7 2

98 _ 2 _ 1 _ 2 _ 1

3 2

99 4 2 _ 1 4 2 _ -
5 3

100 4 2 _ 1 4 2 4 1

5 3 7 2

101 _ 2 4 1 _ 2 _ 1

3 3 2

4.2.13.Teorem. N < H(2,) serbest olmayan bir alt grup ise

K — 4ed
NCEN R

dir.

ispat. |G| =|V|-n=|E|-2=|F|-m esitliginde m|qg=d oldugundan m =%
almabilir. O halde
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4e=%
4ed  2qf
e—f e—f
4ed  2f
(e=fg e—f

4ed _x
(e—fq

olarak bulunur. Bunlara ek olarak m|q = d
t
f=1flg.q = (§+g - 1)-km

olarak verilen bir 3 < g <101 i¢in k,,, = ﬁ sayilar1 agagidaki tabloda verilmistir.
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10

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20
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21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
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42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63

56



64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85

57



86

87

88

89

W

90

91

Wl

92

93

94

95

96

97

W

98

99

100

101

W

4.2.14.Teorem. N < H(2,) icin

dir.

Ispat. Euler-Poincare karakteristiginden

X=2-2g=v—e+f
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2g—2=e—-v—f

2g—24+v=e—f

ve buradan v = t yazilarak

elde edilir.

4.2.15.Teorem. N < H(2,) olmak tzere

a) N bir serbest grup ise K, = % “dir.

2

b) N bir serbest grup degilse K, = ﬁ “dir.

Ispat. a) N bir serbest grup ise N = Fyg4t-1°dir ve ¢ = m almabilir.

2e
26=fq=>q=7

elde edilir. K, = q% ifadesinde g = 273 degerini yerine yazarsak

elde edilir.

b) N bir serbest grup degilse N = Fyg,_; * [/, Cq seklindedir. ¢ = md ve 2e = f 2

olarak alinirsa

59



oo b 4 4 of 2 o f
T8, %_2 2= €= 29-1+5 g-1+4

elde edilir. Buradaki ispatlardan géraluyor ki K, = (ez_—ff) orant her q i¢in sabittir. O halde

asagidaki sonuglar1 verebiliriz:

q = 3 iken

P 2f 2f

olarak bulunur. Bu ise 2e = fqg = 2e = 3f esitligini dogrulamis olur.

Bir baska sonug ise ¢ = 6 ve N = F,q * [[3%, C, ise bir serbest grup olmadigindan

ve buradan

4e = 6f = 2e = 3f

olur. f = 56 iken e = 84 olarak bulunur. Diger bir sonug ise

q = 6 iken N = F, 5 bir serbest grup oldugundan

60



_4_2f
=27 P

2f

=D

ve buradan e = 3f olur ve f = 6 iken e = 18°dir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Hecke gruplari, 1936 yilinda Alman matematik¢i Erich Hecke tarafindan Dirichlet
bolgeleri ile ilgili olarak calisilmis olan gruplardir. En 6nemli Hecke grubu modiiler grup
olarak bilinir ve katsay1 cismi rasyonel sayilardir. 1980°1li yillardan itibaren Hecke
gruplari ile ilgili ¢ok sayida ¢alisma yapilmistir. 1994 yilinda Cangul, doktora tezinde
(Cangul, (1994)) o gun bilinen tim duzgin figurlerin cinsinin 7 veya daha kiglk
olmasindan hareketle Hecke gruplarinin cinsi 7’ye kadar olan tiim normal alt gruplarini
hesaplamigti. Conder ve Dobcsanyi tarafindan daha sonra cinsi 101’e kadar olan tim
duzgin figarlerin listeleri (Conder & Dobcsanyi, (2001))’de verildiginden Hecke
gruplarinin normal alt gruplarinin da cinsi 101°e kadar olanlarinin ¢alisilmasi miimkiin

olabilmistir.

2018 yilinda Delen ve Cangiil tarafindan omega invaryant adi verilen yeni bir graf
invaryant1 tanimlandi. Verilen bir derece dizisine karsilik olarak ¢izilebilecek tiim graflar
hakkinda bir¢ok bilgi veren ve islemleri kolaylastiran bu invaryant ile ilgili ¢ok sayida
caligma yapild1 ve birgok alandaki uygulamalar1 elde edildi. Bunlar arasinda bilesen
sayis1, loop sayisi, katli kenar sayisi, yliz sayisi, kirig sayisi, bagimsizlik sayisi, matching
sayis1 gibi graf parametreleri yer almaktadir. Ayrica omega invaryanti, sayilar teorisiyle
iligkili olarak Fibonacci, Lucas ve Tribonacci graflarimin tanimlanmasinda ve

calisilmasinda da kullanilmistir.

Bu tezde de omega invaryantin temel 6zelliklerinden ve Conder ve Dobcsanyi tarafindan
verilen listelerden faydalanarak Hecke gruplarinin normal alt gruplarinin parametreleri
arasinda yeni bagintilar elde edilmis, bu normal alt gruplarla ilgili bircok yeni sonug

ortaya konulmustur.

Elde edilen bu sonuglarin matematigin soyut cebir, topoloji, ayrik grup teorisi, graf teori
ve kompleks analiz gibi dallar1 arasinda yeni iligkiler olusmasina ve bu sayede yeni

caligsmalarin ortaya ¢ikmasina neden olacag diistiniilmektedir.
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