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Bu tez ¢alismasinda genel anlamda benzenoid sistemler lizerinde ¢aligilarak kimyasal graf
teori alaninda 6nemli uygulamalari olan Hosoya indeksi ve Merrifield-Simmons
indeksinin hesabina odaklanilmistir. Baslangi¢ olarak verilen her i¢ noktasiz-
yogunlastirilmis benzenoid sistemin Vk > 0 i¢in k-esleme sayisini ve k-bagimsizlik
sayisini hesaplamada kullanilan her biri elde edilen dogal say1 igerikli kare matrisler ile
bir vektor carpimina dayanan iki ayr1 metot sunulmus ve metotlarin uygulanabilirligi i¢in
MATLAB programinda kodlar yazilmistir. Caligmanin temel kismi olarak, verilen her i¢
noktasiz-yogunlastirilmis benzenoid sistemin Merrifield-Simmons indeksini dogal say1
icerikli matrisler ile bir vektoriin uygun bir ¢arpimi yoluyla hesaplayan metot 6nerilmistir.
Devaminda, i¢ noktali-yogunlastirilmis benzenoid sistemlerin bir tiirii olan ¢ift kath
benzenoid zincirlere 6zgii Hosoya ve Merrifield-Simmons indekslerinin hesabina yonelik
her biri 1lgili indeksi hesaplamada kullanilan iki ayr1 metot 6nerilmistir. Son olarak, R,
ve P, sembolleriyle sunulan iki ayr1 6zel tipteki i¢ noktali-yogunlastirilmis benzenoid
sistem tiirtine yonelik hem Hosoya hem de Merrifield-Simmons indekslerinin hesabi, bir
matrisin bir kuvveti ile bir vektoriin ¢carpimi seklinde ifade edilen agik bir fonksiyon
olarak sunulmustur.
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In this thesis, the focus is on the computation of the Hosoya index and Merrifield-
Simmons index, which have significant applications in the field of chemical graph theory,
by working on benzenoid systems in general. For Yk > 0 of each given cata-condensed
benzenoid system, two different methods are presented, each based on the product of
square matrices with natural numbers and a vector, used to compute the k-matching
number and k-independence number, and for applicability of the methods, codes are
written in MATLAB. As the main part of the study, a method that computes the
Merrifield-Simmons index of each given cata-condensed benzenoid system by means of
an appropriate product of matrices with natiral numbers and a vector is proposed.
Afterward, two different methods are proposed for the computation of the Hosoya and
the Merrifield-Simmons indices specific to double benzenoid chains, which are a type of
peri-condensed benzenoid chains, each of which is used to compute the relevant index.
Finally, the computation of both the Hosoya and the Merrifield-Simmons indices for two
special types of peri-condensed benzenoid systems represented by R,, ve P,, is presented
as an explicit function expressed as the product of a power of a matrix and a vector.
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1. GIRIS

1.1. Tarihsel Gelisim

Modelleme, matematigin bilinen en eski yazitlart olan “Plimpton 322" ve “Rhind
Papiriisii” adlartyla anilan eserlerin ait oldugu M.O 1500-2000 yillarindan bu yana
insanlarin gilinliik yasantilarinda karsilastiklari farkli tiirden problemleri daha kolay ifade
edebilmek, daha anlasilir kilmak, analiz edebilmek, problem bilesenlerinin birbirlerine
olan etkilerini daha iyi kavrayabilmek ve problemleri ¢ozebilmek gibi amaclar

dogrultusunda basvurulan en etkili yontemlerden biri olmustur.

Modelleme, doga bilimlerinden miihendislige, saglik bilimlerinden sanata hemen hemen

tiim alanlarda gercekte var olan durumun bir simiilasyonu olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

Graf teori, diger bilinen ifadesi ile ¢izge teori, temelde nesneler ve nesneler arasindaki
cesitli iliskilerin, her bir nesnenin bir kdse ve nesneler arasindaki her bir iliskinin de bir
kenar ile temsil edilerek modellenmesiyle elde edilen ve graf (gizge) olarak adlandirilan

yapilar iizerinde ¢alismaktadir.

Graf teorinin dogusu tinlii fizik¢i Gustav Kirchhoff ve tinlii filozof Immanuel Kant’in da
dogum yeri olan ve 2. Diinya Savasi dolayisiyla da onemli bir tarihe sahip olan
Konigsberg sehrine dayanmaktadir. Konigsberg halkinin bir oyun olarak gelistirdigi ve
cesitli ¢ozlimler deneyip sonu¢ alamadigi, giintimiizde “Konigsberg’in yedi Kopriisii”
ismiyle bilinen probleme tiim zamanlarin muhtemel en iiretken matematik¢isi olan
Leonhard Euler’in ilgisi bu dogusun baglica etmeni olmustur. Problemde Konigsberg
sehrini 4 adet kara parcasi olarak ayiran Pregel nehri {izerinde bulunan 7 adet kopriiye
odaklanilmaktadir. Problem, herhangi bir kara pargasindan baslanarak her kopriiden bir
ve yalniz bir defa gegmek sartiyla baslanilan kara pargasina ulasabilecek sekilde bir

dolanimim var olup olmadigini arastirmaktadir. 1736 yilinda Euler bu formda bir



dolanimin var olamayacagi sonucuna biiyiik ve kiigiik harf temsilleriyle kurdugu bir
model ile ulasmis ve problemi ¢dzmiistiir. Bu ¢6ziimde Euler ifade edilen formda bir
dolanimin miimkiin olabilmesi i¢in de her bir kara parcasina bagli olan kopriilerin
sayisinin ¢ift sayida olmasi gerektigini belirtmistir. Bu ¢6ziimiinii yayimladigi makalesi
ise graf teorinin ilk makalesi olarak kabul edilmis ayrica Euler teoremi, Euler turu ve

Euler grafi kavramlarini da literatiire kazandirmistir (Balaban 1976).

1840 yilinda ise August Ferdinand Mdbius tarafindan sunulan kral ve 6ldiikten sonra bes
¢ocuguna miras olarak birakmak istedigi topraklar hakkindaki bulmaca ile diizlemsel graf
kavrami dogmustur. Bu kavram 20. yiizyilda Henry Ernest Dudeney tarafindan 3 eve
cekilecek gaz, elektrik ve su hatlar iizerine olan problemle gelismistir. Mdbius ve
Dudeney tarafindan ortaya atilan problemler Kazimierz Kuratowski tarafindan ortaya

sunulan teorem ile ¢oziime kavusmustur (Gross ve Yellen 2003).

Bu siire zarfinda Leonhard Euler’in “Kénigsberg’in yedi Kkopriisii” problemini
¢ozlimiinden sonra graf teorinin gelisimi “Konigsberg’in yedi kopriisii” probleminin de
aslinda bir 6rnegini teskil ettigi dolanim izleme bulmacalari ile devam etmistir. 19. yiizyil
baglarindan itibaren Louis Poinsot ve Olry Terquem’in bulmacalarinda Euler turlari
bulmaya yonelik ¢alismalar goriilmeye baglamistir. Ayrica, dolanim izleme bulmacalari
ile ilgilenen Johann Benedict Listing’in 1848 yilinda yayimladigi “Vorstudien zur
Topologie” adli kitabinda ilk defa topoloji kelimesi yer almistir. Topolojik graf teorinin
dogusu ise Euler’in 1750 yilinda Christian Goldbach’a gondermis oldugu mektupta
ortaya ¢ikan ve literatiirde Euler’in ¢ok yiizlii formiilii olarak anilan formiil sayesinde
1800°1ii yillarda olmustur. 1892 yilinda ise Walter William Rouse Ball “Kénigsberg’in
yedi kopriisii” problemini kara parcalarini koseler, kopriileri de kenarlar olarak temsil
ederek graf formunda modelleyen ilk kisi olmus ve bu problem agik¢a bir dolanim
bulmacasi olarak ifade edilmistir (Gross ve Yellen 2003).

Graf teorinin gelisimi 19. yiizyllda devam ederken ingiliz matematik¢i Thomas
Penyngton Kirkman ¢ok yiizliiler iizerine odaklanarak “Kdénigsberg’in yedi Kopriisii”

probleminin graf formundaki {izerinden gegilen kenarlarin (kopriilerin) tekrarlanmamasi
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sartin1 bir adim daha ileri gotiirererek koselerin de tekrarlanmamasi sartin1 eklemistir.
1855 yilinda yayimladigi c¢aligmasinda ise herhangi bir koseden baslanarak tiim
koselerinden bir ve yalniz bir defa gegilerek baslanilan kdseye doniilebilen turlari igeren

cok yiizlileri arastirmistir (Gross ve Yellen 2003).

1843 yilinda quaterniyonlari tanimlayarak matematikte oldugu kadar fizikte mekanik
alanmna da ¢ok Onemli katkilar sunan Sir William Rowan Hamilton, quaterniyonlar
tizerindeki ¢alismalari ile iligkili olarak Kirkman’in ¢alismalarinin 6zel bir hali tizerinde
calismistir. Hamilton bir oniki yiizliiniin tiim koselerinden bir ve yalniz bir defa gegilerek
baslangi¢ kdsesine donen turlar iizerine arastirmalar yapmustir. 1857 yilinda ise “icosian
game” adiyla bir oniki yiizliiniin bir kdsesinden baglayarak tiim koselerinden bir ve yalniz
bir defa gegilerek baslangi¢ kdsesine doniilebilen turlar1 buldurmayi amaglayan bir oyun
gelistirerek ticari olarak satisa sunmus ve oyununu satmistir. Kirkman ve Hamilton’in bu
caligmalar1 neticesinde Hamilton turu, Hamilton grafi kavramlar1 sadece Sir Rowan
William Hamilton’a atfedilerek graf teorideki yerini almistir (Gross ve Yellen 2003,
Barnett 2009).

Euler, Kirkman ve Hamilton graflar iizerindeki dolanimlarla ilgilenirken 1847 yilinda
Gustav Robert Kirchhoff’un elektrik devreleri iizerine yayimlanan makalesi ile graf
teorinin fizik alanindaki ilk uygulamalari ortaya ¢ikmis ve dogrudan olmasa da graflarda
belirli alt graflar1 sayma gabalar1 baslamistir. Kirchhoff makalesinde dolayli olarak
graflarda geren agag sayilarinin bulunmasina 6nciilitk etmis ve bu kesif literatiire “matris
agac teoremi (Kirchhoff teoremi) ” adiyla girmistir (Balaban 1976, Gross ve Yellen 2003,
Kirby ve ark 2017).

Graf teorinin Euler ile dogup Kirchhoff, Kirkman, Hamilton ile gesitli alanlardaki
gelisimi devam ederken farkli bir alana daha sigramasi Francis Guthrie ile olmustur. 1852
yilinda Francis Guthrie Ingiltere haritasin1 boyarken “komsu sehirler farkli renklere
boyanmak sartiyla dort farkl renk ile tiim harita boyanabilir” sonucunu kesfederek bu
sonucu Augustus De Morgan’in 6grencisi olan kardesi Frederick’e sunarak hocasina

aktarmasii istemis, Augustus De Morgan’in da arkadasi olan Sir William Rowan
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Hamilton’a ¢ekinerek yazdigi mektupta bu ifadenin dogru olup olmadigini sormasiyla bu
sigrama gergeklesmistir. Bu ifadenin dogrulugu literatiire “dort renk teoremi” olarak
girmis ve bircok denenen yanlis ispattan sonra 1976 yilinda bilgisayar teknolojisi ile
Kenneth Appel ve Wolfgang Haken tarafindan ispatlanmistir (Harary 1969, Gross ve
Yellen 2003, Maritz ve Mouton 2012).

1857 yilina gelindiginde ise doymus hidrokarbonlarin (parafinler ya da alkanlar) izomer
sayilar1 lizerinde calisan Arthur Cayley 1847 yilinda Kirchhoff’un da caligmalarinda
dolayli olarak kullandig1 aga¢ kavramini ilk defa aga¢ terimi seklinde ifade ederek
kullanmis ve Kkimya alanma tasimistir. Cayley, doymus hidrokarbonlarin karbon
iskeletlerinde karbon atomlarini kdseler, karbon atomlar1 arasindaki baglar1 da kenarlar
olarak temsil ederek izomer sayilan iizerinde ¢alismistir. Boylelikle, Cayley her bir
doymus alkan izomerinin bir agag yapisi oldugundan yola ¢ikarak n tane kdseye sahip bir
doymus hidrokarbonun izomer sayisini hesaplayabilmek i¢in kose dereceleri 1 ile 4
arasinda degisen n koseli aga¢ kombinasyonlarini bulmay1 amaglamigtir. Bu ise ifade
edildigi kadar kolay bir problem degildir. Bu sebeple Cayley problemi kokli agaclar, her
kose derecesi en fazla 4 olan agaglar ve tiim agaclar seklinde siniflandirarak 1857-1874
yillar1 arasinda CH,, C,Hg, ..., C11H,, doymus hidrokarbonlarinin izomer sayilarini
hatasiz sekilde hesaplamistir. Bu ¢aligmalarindan sonra Cayley 1889 yilinda Kirchhoff
Teoremi’nin de 6zel bir hali olan “her pozitif n tam sayist icin n™~? tane koseleri
1, 2, ..., n olarak etiketlenmis aga¢ mevcuttur” teoremini ifade etmistir. Bu teorem aslinda
1860 yilinda Carl Wilhelm Borchard tarafindan sunulmus olsa da Arthur Cayley’e
atfedilerek Cayley Teoremi adiyla giiniimiize kadar ulasmistir. Cayley bu ¢alismalariyla
graf teorinin ve matematiksel yaklagimin kimya alanindaki uygulamalarinin baglamasina

oncii olmustur (Balaban 1976, Trinajstic 1992, Saoub 2021).

Cayley gibi matematik¢i olmayan ancak ayni donemde kimya alaninda 6nemli bilim
insanlar1 olarak 6ne ¢ikan Friedrich August Kekule, Archibald Scott Couper ve Alexander
Mikhaylovich Butlerov tarafindan 1858-1861 yillar1 arasinda sirasiyla yayimlanan
caligmalar yap1 teorisi adiyla adlandirilan kimya alaninda ise kimyasal yap1 teorisi adiyla

¢1gir agan bir teoriyi dogurmustur. Bu teori ile molekiillerin yapisal formiillerine



odaklanip bu yapilar lizerinde ¢alisarak molekiillerin ¢ok c¢esitli 6zellikleri Kimyasal
analizlerin zorluklarindan kurtulunarak belirlenebilmekte ve analiz edilebilmektedir. Bu
teorinin ele aldigr molekiillerin yapisal formiilleri atomlarin kdseler, atomlar arasindaki
baglarin ise kenarlar olarak temsil edilerek modellendigi graf yapilaridir. 1860’11 yillarda
bu modellemeyi graf formunda ¢aligmalarinda kullanan ilk kisi olan iskog¢ organik
kimyager Alexander Crum Brown’da kimyasal yapi teorisinin gelisimine dnemli bir katki
sunmustur. Bu gelismeler neticesinde ¢alismalarda genellikle yapi adi ile kullanilmasina
karsin graf kelimesi ise ilk olarak Cayley’in de makalelerine ilgi duyup iizerinde de
calistig1 ingiliz matematik¢i James Joseph Sylvester’in invaryant teori ile kimyasal graf
teori tizerine 1878 yilinda kaleme aldigi makalesinde gorilmiistiir (Balaban 1976,
Bonchev 1991, Gross ve Yellen 2003).

20. ylizyila gelindiginde graf teorinin gelisimi baslangicindan daha hizli olmustur. 1936
yilinda graf teori alanindaki ilk kitap “Theorie der Endlichen und Unendlichen Graphen”

ismiyle Denes Konig tarafindan yayimlanmistir (Harary 1969).

Bu siiregte graf teorinin 6zellikle kimya alanindaki uygulamalari artarak siirmeye devam
etmistir. Ik olarak deneysel izomer saymanin zorluklarindan artik kurtulunarak daha
etkili yontemler gelistirilmeye baslanmistir. 19. yiizyilda Cayley’in ortaya koydugu
calismalarin devami olarak 1932-1934 yillar1 arasinda Blair ve Henze tiim alkan ve
alkillerin izomer sayilarini hesaplamistir. Izomer sayilarinin sayimi konusunda ¢igir agan
gelisme ise 1935-1937 yillar1 arasinda Macar matematik¢i George Polya tarafindan
gelistirilen teorem ile olmustur. Teorem aslinda 1927 yilinda John Howard Redfield
tarafindan ortaya konmus olsa da literatiire “Polya’nin Sayma teoremi” adiyla girmistir.
Bu teorem ile farkli alanlardaki sayma problemlerinin ¢oziilebilmesinin yaninda kimya
alaninda da izomer sayma problemleri ¢oziilebilmistir. Polya’nin sayma teoremi ile graf
teorinin kimya alanina etkisi 6nemli dl¢iide gelisme gostermis ve bu teorem graflarin

sayimi1 konusuna ¢ok énemli bir katki yapmistir (Balaban 1976, Bell 2015).

Graf teori kimya alanindaki 6nemli gelisiminin yaninda farkli disiplinlere ait olan birgok

calismada da etkin sekilde kullanilmistir. 1936 yilinda ruhbilimei Kurt Lewin, bireylerin
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Omiir siirelerini bir diizlemsel graf yapisi olarak modellemis, graf teorinin psikoloji
alaninda kullanimina 6ncii olmustur. 1949 yilinda Richard Feynman tarafindan teorik
fizik alaninda gergeklestirilen ¢arpisma c¢alismalarinda parcaciklarin kdoseler ile,
carpismadan sonra parcaciklarin izledikleri yollarin ise kenarlar ile temsil edildigi graf
yapilart modellenerek kullanilmistir. 1959 ve 1960 yillarinda teorik fizik alaninda ¢alisan
George Eugene Uhlenbeck ve ilk nobel 6diilii kazanan Cin kdkenli bilim insanlar1 olan
Tsung-Dao Lee ile arkadas1 Chen Ning Yang tarafindan yapilan ayri ¢alismalarda ¢esitli
molekiillerin koseler ve bu molekiiller arasindaki fiziksel etkilesimlerin de kenarlar olarak
temsil edilerek modellenmesiyle graf teori kullanilmistir. Olasilik teorisindeki Markov
zincirlerinin ¢alisilmasinda yonlii graflarin kullanilmasiyla graf teori bu alanda da etkisini
gostermistir. Graf teorinin dahil oldugu bir diger alan ise niimerik analiz olmus ve
matrislerin 6zdegerlerinin hesabinda yonlii graflar kullamilmistir. 20. yiizyilin ilk
yarisindan itibaren giiniimiizde gezgin satic1 problemi ve ¢inli postaci problemi adlartyla
bilinen kombinatorik optimizasyon problemlerinin ¢alisilmasinda kullanilan lineer
programlama ve yoneylem metotlarinda kullanilan ag yapilarinda da graf teori
kullanilmigtir. 1962-1965 yillart arasinda ag akislari, matematiksel programlama ve
ulasim aglar1 konular {izerinde Lester Randolph Ford, Delbert Ray Fulkerson, Claude
Berge ve Steven Vajda tarafindan yayimlanan Kitaplarda da graflarin kullanimi
goriilmektedir. 1931 yilinda ise Oswald Veblen tarafindan yayimlanan ve topoloji
alaninda 6ncii olan kitapta basit kompleks olarak ifade edilen yapilarin da bir graf yapisi

oldugu goriilebilir (Harary 1969).

Buraya kadar olan kisimda goriildiigii gibi graf teorinin 18. yiizyilda baslayip 20. yiizyilda
da devam eden kuvvetli gelisimi giin gectikge farkli alanlara yayilmig ve bu gelisim
matematikte oldugu kadar fizik, kimya, biyoloji ve bilgisayar bilimleri basta olmak {izere
saglik bilimleri, mithendislik bilimleri, psikoloji, sosyoloji, sanat vb. birgok alanda devam
etmistir. Bu alanlardan matematik temel olarak alindiginda diger uygulama alanlarindan

en fazla 6ne ¢ikani kimya olarak goriilebilir.

20. yiizyilda graf teorinin kimya alaninda gergeklestirdigi gelisimin en Onemli

adimlarindan biri ise 1947 yilinda kimyager Harold Wiener’in doymus hidrokarbonlarin



kaynama noktalar1 iizerinde yaptig1 c¢alisma ile atilmistir. Wiener yaptigi ¢alismada
doymus hidrokarbonlarin kaynama noktalar1 ile dallanma yapilar1 arasinda iliski kurmus
ve bu ifadeyi yol sayis: olarak isimlendirmistir. Wiener yaptigi ¢calismayi sadece doymus
hidrokarbonlar tizerinde sinirli tutarak yol sayisi1 ifadesini sadece dongii igermeyen, bir
baska deyisle sadece agag¢ yapilar lizerinde gegerli olarak sunmustur. 1971 yilinda ise
kimyager Haruo Hosoya yayimladigi makalesinde Wiener’in ifadesini hem agag yapilari
hem de dongii igeren aga¢ disindaki diger graf yapilarina da uyarlayarak daha kapsamli
hale getirerek ifade etmis ve ayrica ayn1 makalede giiniimiizde Hosoya indeksi olarak
adlandirilan matematiksel ifadeyi de sunmustur. Bu sayede Wiener’in ifadesi ¢ok daha
fazla 6nem arzetmeye baslamis ve Wiener indeksi olarak adlandirilarak gliniimiize
ulagmistir. Bu gelismeler neticesinde topolojik indeks veya topolojik invaryant olarak da
isimlendirilen molekiiler tamimlayicilar kavramimin temeli atilmistir (Wiener 1947,
Hosoya 1971, Hosoya 2019).

1.2. Topolojik indeks Kavram ve Uygulamalari

Matematigin kimya alaninda kullanimi ve uygulamalarini iceren matematiksel kimya
alaninin bir alt dali olan kimyasal graf teori, graf teoriyi kimyasal molekiillerin ayni
zamanda kimyasal olaylarin modellenmesinde kullanarak arastiran graf teorinin 6nemli
bir alt dalidir. Kimyasal graf teori alaninda graf yapilari olarak modellenen molekiiller,
molekiiler graf olarak isimlendirilmektedir. Molekiiler graflar, kimyasal formiilleri
verilen molekiillerin yapisal formiillerini temsil etmektedir. Yapilan c¢alismalarda
kullanilan bircok kimyasal graf tipi bulunmasma karsin c¢alismanin hedefleri
dogrultusunda modellenen molekiile ait baz1 yapilar gérmezden gelinebilir. Ornegin,
organik kimya alaninda hidrokarbonlar i¢in molekiiler graflar, genellikle molekiillerde
bulunan hidrojen atomlar1 gormezden gelinerek karbon atomu iskeletlerinden olugsmakta

ve her kimyasal bag tek bir kenar ile temsil edilmektedir (Mekenyan ve ark. 1988).

Molekiillerin kimyasal formiilii birgok sey ifade etmesine ragmen molekiil hakkinda tam
bilgi vermemektedir. Ornegin kimyasal formiilii C;,H,;NO, olan skopolamin alkaloidi

“Diinya Saglik Orgiitii Temel Ilaglar Listesi” igerisinde yer alirken ayni1 kimyasal formiile
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sahip kokain alkaloidi ise bir tir uyusturucu olarak bilinmektedir. Bu farklilik

alkaloidlerin yapisal formiillerinin (molekiiler graflarinin) farkliliginin bir sonucudur

(Schmuck 2010).

Topolojik indeksler molekiiler graflar iizerinde kurulan anlamli ve tutarli matematiksel
formiillerin bir {irlinii olarak elde edilen nicel parametreler seklinde ifade edilip kimyasal
graf teorinin en 6nemli araglaridan birini olusturmaktadir. Topolojik indekslerden elde
edilen parametreler ile modellenen molekiiller iliskilendirilerek molekiillerin fiziksel
Ozelliklerinin yaninda kaynama noktasi, denge, entropi, kararlilik, tepkisellik gibi
termodinamik o6zellikleri tahmin edilebilmekte ve boylelikle molekiiliin kimyasal
ozellikleri, biyolojik aktivitesi, ¢evresel davramiglari Saptanabilmektedir. Bu sayede
deneysel veriler elde etmenin meydana getirdigi maliyet, zaman kaybi, mekansal
siirlamalar, deney siirecinde maruz kalinabilecek tehlikeler gibi zorluklar en aza
indirilerek matematiksel olarak gerekli kimyasal veriler topolojik indeksler yardimiyla
ulagilabilir olmaktadir. Bu gibi avantajlarin sonucu olarak en basta ila¢ kimyasi ve
toksikoloji olmak tizere teorik kimya temeline sahip birgok alanda topolojik indeksler
kullanilmaktadir (Todeschini ve Consonni 2008, Hosoya 2019).

Giiniimiizde bazilart teorik kimya alaninda molekiiler tanimlayici olarak kullanilan
bazilar1 da sadece matematiksel ifadeler olarak literatiirde yer edinen ¢ok sayida
tanimlanmis topolojik indeks bulunmaktadir. Bunlardan baslicalar1 Wiener indeksi,
Hosoya indeksi, Randi¢ indeksi, Zagreb indeksleri, Merrifield-Simmons indeksi, atom-

bag baglant1 indeksi olarak oniimiize ¢ikmaktadir.

Topolojik indeksler ifadeleri dolayisiyla graf teori basta olmak tizere cebir, fiziksel kimya
vb. alanlarin temel bilgilerini gerektirirken uygulamalar1 dolayisiyla da kemometri, nicel
yapi-aktivite iliskisi QSAR ve nicel yapi-6zellik iliskisi QSPR yaklasimlar1 gibi alanlarin
temel bilgilerini gerektirmektedir. Topolojik indekslerin hesaplama problemleri igin ise
kombinatorik kimya, hesaplamali kimya, programlama gibi ¢esitli alanlara ait teorilere
ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu sebeple topolojik indekslerin ¢alisma alan1 multidisipliner bir
alan olarak ifade edilebilir (Todeschini ve Consonni 2008).
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1.3. Hosoya Indeksi ve Merrifield-Simmons Indeksi

Hosoya indeksi 1971 yilinda Haruo Hosoya tarafindan yayimlanan makalede doymus
hidrokarbon molekiillerinin molekiiler graflar1 tizerinde k =0 degerleri i¢in
secilebilecek tiim bagimsiz k tane kenar igeren farkli kiime sayilarinin toplami olarak Z
indeksi ifadesiyle 6nerilmis ve topolojik indeks olarak isimlendirilerek tanimlanmustir.
Haruo Hosoya calismasinda doymus hidrokarbonlarin molekiiler graflarindan elde ettigi
Z degeri ile molekiiler graflarin1 olusturdugu doymus hidrokarbon molekiillerinin
kaynama noktalar1 arasinda iliski kurmustur (Hosoya 2019). Hosoya indeksi, kaynama
noktasinin yanisira entropi, toplam m -elektron enerjisi gibi g¢esitli termodinamik
ozellikler ile iligkili olmakla birlikte konjuge m -elektron sistemleri teorisinde de

uygulama alanina sahiptir (Wagner ve Gutman 2010, Gutman 2016).

Richard E. Merrifield ve Howard E. Simmons 1980’lerde yaptiklar1 galismalarda
molekiiler yapilari tanimlamak amaciyla kiime topolojisine dayanan matematiksel bir
teori ortaya koymustur (Simmons ve Merrifield 1977, Merrifield ve Simmons 1980,
Merrifield ve Simmons 1981a, Merrifield ve Simmons 1981b, Merrifield ve Simmons
1985, Merrifield ve Simmons 1989). Bu kapsamda R. E. Merrifield ve H. E. Simmons
molekiiler graflar i¢in bir topolojik uzay tanimlamistir. Gelistirdikleri teoride grafin
karsilik geldigi topolojik uzaym agik kiimelerinin sayisi grafin bagimsiz koselerinin
olusturdugu farkl kiimelerin sayisina esittir. Bir bagka ifade ile verilen bir grafta k > 0
degerleri icin segilebilecek tiim bagimsiz k tane kose iceren farkli kiime sayilarinin
toplamina esittir. Bu say1 Merrifield-Simmons indeksi olarak 6nem arzetmis ve ortaya
atilan teorinin bilim ¢evrelerince basarisiz bulunmasinin énemli bir tesellisi olmustur. Bir
siire “Ikinci tiir Hosoya indeksi” olarak veya isim verilmeden calisilsa da 1990 yilinda ilk
defa Ivan Gutman tarafindan Merrifield-Simmons indeksi ismiyle kullanilmigtir (Gutman
1990). Ayrica 1982 yilinda H. Prodinger ve R. F. Tichy tarafindan yapilan ¢alismadan
dolay1 graflarin Fibonacci sayisi olarak da adlandirilmaktadir (Prodinger ve Tichy 1982).

Gecen silirecte basta kimya alaninda hidrokarbonlarin termodinamik 6zelllikleriyle iliskili



olmak {iizere istatiksel mekanik gibi alanlarda da ¢esitli uygulama alanlari bulmustur
(Zhang 2014).

1.4. Literatiir Taramasi

Hosoya ve Ohkami (1983) operator teknigi adini verdikleri metot ile lineer, biikiilmiis ve
zik-zak tipli benzenoid zincirlerin karakteristik, esleme ve Z-sayma polinomlar: igin

tekrarlama bagintilari elde etmistir.

Randic ve ark. (1989) transfer matris teknigini kullanarak benzenoid zincirlerin esleme

polinomlarini elde etmede kullanilan bir algoritma sunmustur.

Polansky ve ark. (1989) i¢ noktasiz-yogunlastiritlmis benzenoid sistemlerin Wiener

sayilarinin hesabina yonelik transfer matris teknigine dayanan bir metot dnermistir.

Gutman (1993) lineer hekzagonal zincirlerin tiim hekzagonal zincirler arasinda minimum
Hosoya indeksine maksimum Merrifield-Simmons indeksine sahip oldugunu
gostermistir. Ayni ¢alismada hekzagonal zincirler arasinda zik-zak hekzagonal zincirlerin
minimum Merrifield-Simmons indeksine, maksimum Hosoya indeksine sahip oldugu

konjektiir olarak sunulmus ve bu konjektiir Zhang (1998) tarafindan ispatlanmistir.

Zhang (2000) tiim hekzagonal zincirler arasinda ikinci maksimum Merrifield-Simmons
indeksine sahip olan hekzagonal zincirleri tek-agili lineer hekzagonal zincirler olarak
belirlemistir. Zhang ve Tian (2003) hekzagonal zincirleri agac-tipli hekzagonal sistemlere
diger bilinen ismiyle i¢ noktasiz-yogunlastirilmis hekzagonal sistemlere genisleterek ayni
zamanda agag-tipli hekzagonal sistemler sinifina da giren lineer hekzagonal zincirlerin
ve tek-acili lineer hekzagonal zincirlerin tim agag-tipli hekzagonal sistemler arasinda
sirastyla minimum ve ikinci minimum Hosoya indeksine, maksimum ve ikinci

maksimum Merrifield-Simmons indeksine sahip oldugunu ispatlamistir.
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Shiu (2008) lineer hekzagonal 6riimcek graflarinin tiim hekzagonal oriimcek graflar
arasinda minimum Hosoya indeksine, maksimum Merrifield-Simmons indeksine sahip
oldugunu gostermistir. Ayrica, ayni ¢alismada zik-zak hekzagonal oriimcek graflarinin
tim hekzagonal oriimcek graflari arasinda minimum Merrifield-Simmons indeksine,

maksimum Hosoya indeksine sahip oldugunu sunmustur.

Buraya kadar verilen g¢alismalarin devami niteliginde Ren (2011) lineer agag-tipli
hekzagonal sistem ve zik-zak agag-tipli hekzagonal sistem kavramlarini kullanarak
sundugu doniisiim yardimiyla Merrifield-Simmons indeksinin alt sinirina sahip olan
agac-tipli hekzagonal sistemleri belirlemis ve verdigi baz1 sonuglari zik-zak hekzagonal

oriimecek graflarina ve hekzagonal zincirlere genisletmistir.

Hosoya ve Merrifield-Simmons indekslerinin sinir degerlerinin ¢alisilmasinin yanisira,
Gutman ve ark. (2016), Sahin (2016) Merrifield-Simmons indeksi tek adimda Fibonacci

sayilar1 cinsinden hesaplanabilen molekiiler graflari belirlemistir.

Chen (2015) fenilen zincirler ve hekzagonal zincirlerde Merrifield-Simmons indeksinin
beklenen degeri iizerine yaptigi ¢alismada hekzagonal zincirlerde Merrifield-Simmons
indeksinin hesabina yonelik literatiirde hazir bulunan tekrarlama bagintilarini kullanarak

basit sekilde elde edilen uzun ifadelerden olusan bir indirgeme denklemi elde etmistir.

Luna ve ark. (2018) ¢okgen agac-tipli graflarin Merrifield-Simmons indeksini
hesaplamak i¢in graflarda algoritmik hesaplama islemlerinde sik¢a kullanilan agag
ayristirma metoduna dayanan ve yapay zeka alaninda uygulamalara sahip olan makro

operatorlerinin kullanildig1 lineer zamanli algoritmalar tasarlamistir.
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Luna ve ark. (2019) ¢okgen dizilerde, dizideki her bir ortak kenar arasindaki uzakligin 1
kenar oldugu ¢okgen dizilerin (zik-zak ¢okgen diziler) minimum Merrifield-Simmons

indeksine sahip oldugunu gdstermistir.

Zhang ve Zhang (2000), Gutman (1993) ve Zhang (1998) tarafindan sunulan bazi
sonuglari genellestirerek tim hekzagonal zincirler arasinda lineer hekzagonal zincirlerin
bagimsiz k tane kenar igerecek sekilde olusturulabilecek farkli kiime sayis1 bakimindan
minimum, bagimsiz k tane kose icerecek sekilde olusturulabilecek farkli kiime sayisi
bakimindan maksimum degere sahip oldugunu belirtmistir. Ayni calismada, tiim
hekzagonal zincirler arasinda zik-zak hekzagonal zincirlerin bagimsiz k tane kenar
icerecek sekilde olusturulabilecek farkli kiime sayis1 bakimindan maksimum, bagimsiz k
tane kose icerecek sekilde olusturulabilecek farkli kiime sayist bakimindan minimum

degere sahip oldugu da sunulmustur.

Klabjan ve Mohar (1998) hekzagonal sistemlerde k <5 i¢in bagimsiz k tane kenar

icerecek sekilde olusturulabilecek farkli kiime sayisini hesaplamak icin bir yol sunmustur.

Cao ve Zhang (2008), Gutman (1993), Zhang (1998), Zhang ve Zhang (2000) tarafindan
yapilan ¢aligmalari cokgen zincir yapilarina genisleterek bagimsiz k tane kenar igerecek
sekilde olusturulabilecek farkli kiime sayilar1 bakimindan u¢ degerlere ulasan ¢okgen

zincir tiplerini elde etmistir.

Ren ve Zhang (2007b) tiim birbirine yapisik n tane naftalin molekiilii tarafindan
olusturulan cift katli hekzagonal zincirler arasinda lineer ¢ift katli hekzagonal zincirlerin
bagimsiz k tane kenar igerecek sekilde olusturulabilecek farkli kiime sayis1 bakimindan
minimal, bagimsiz k tane kose icerecek sekilde olusturulabilecek farkli kiime sayisi
bakimindan maksimal degere sahip oldugunu sunmustur. Ayrica, tiim birbirine yapisik n
tane naftalin molekiilii tarafindan olusturulan ¢ift katli hekzagonal zincirler arasinda zik-
zak ¢ift katli hekzagonal zincirlerin bagimsiz k tane kenar igerecek sekilde

olusturulabilecek farkli kiime sayis1 bakimindan maksimal, bagimsiz k tane kose icerecek
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sekilde olusturulabilecek farkli kiime sayisi bakimindan minimal degere sahip oldugu

sunulmustur.

Ren ve Zhang (2007a) tarafindan tiim birbirine yapisik n tane naftalin molekili
tarafindan olusturulan ¢ift katli hekzagonal zincirler arasinda maximal Hosoya indeks
degerine ulasan ¢ift katli hekzagonal zincir tipi ve minimal Merrifield-Simmons indeks
degerine ulasan ¢ift katli hekzagonal zincir tipi zik-zak ¢ift katli hekzagonal zincir olarak

belirlenmistir.

Gutman ve ark. (1989) R,, ve P,, seklinde adlandirilarak verilen 6zel tipteki iki i¢-noktali
hekzagonal sistemin Hosoya indeksleri i¢in n > 3 oldugu durumda bir indirgeme

bagintisi elde etmistir.

Cruz ve ark. (2017) i¢ noktasiz-yogunlastirilmis hekzagonal sistemlerin Hosoya indeksini
hesaplamak i¢in 4x4 tipinde dogal say1 igerikli matrisler ile bir vektoriin garpimina
dayanan indirgeme formiilleri sunmustur. Ayni ¢alismada, 6zel tipteki bazi i¢-noktasiz
hekzagonal sistemlerde Hosoya indeksinin maksimum ve minimum degerleri

arastirilmastir.

1.5. Tezin Amaci

Hosoya ve Merrifield-Simmons indekslerinin ifadesi kolay anlasilir olmasina ragmen
hesabi ise baz1 basit graf tiirleri disinda bir o kadar zorlayicidir. Bu indekslerin hesabi igin
verilen her graf {izerinde gegerli olacak sekilde halihazirda kullanilan genel etkili bir

formiilizasyon mevcut degildir.

Literatiirde ayni yapilara karsilik gelmesine ragmen hem hekzagonal sistemler hem de
benzenoid sistemler olarak iki farkli ad ile telafuz edilen ve geometrik yapi olarak

altigenlerin birbirleriyle ortak kenarlara sahip olacak sekillerde kaynasmasiyla olusan
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yapilar, hem kimya alaninda hem de matematik alaninda genis bir ¢alisma alanina

sahiptir.

Bu tez calismasiin odak noktasi, benzenoid hidrokarbonlarin molekiiler graflarinin ait
oldugu yapilar olan, literatiirde ingilizce ismiyle “cata-condensed hexagonal systems”
olarak bilinen i¢ noktasiz-yogunlastirilmis benzenoid (hekzagonal) sistemlerin ve
literatiirde ingilizce ismiyle “peri-condensed hexagonal systems” adiyla bilinen ig
noktali-yogunlastirtlmis  benzenoid (hekzagonal) sistemlerin Hosoya ve Merrifield-

Simmons indekslerinin hesabi1 olacaktir.

Bu tez calismasinin dahil oldugu alanin kimyasal graf teori olmasi nedeniyle bu andan

itibaren benzenoid sistemler adlandirmas: tercih edilerek calisma gerceklestirilecektir.

Roberto Cruz tarafindan yapilan ¢alismada verilen metot ile i¢ noktasiz-yogunlastirilmis
benzenoid sistemlerin Hosoya indeksi hesaplanabilmektedir. Ancak bu ¢alismada verilen
metot ile i¢ noktasiz-yogunlastirilmis benzenoid sistemlerde Hosoya indeksinin hesabinin
yapt taslarini teskil eden bagimsiz k tane kenar icerecek sekilde olusturulabilecek farkl
kiime sayilar1 ayr1 ayri elde edilememektedir. Buradan hareketle 6ncelikle her bir k > 0
degeri i¢in i¢ noktasiz-yogunlastirtlmis benzenoid sistemlerde bagimsiz k tane kenar
icerecek sekilde olusturulabilecek farkli kiime sayilarinin hesabina yonelik 4(k + 1) X
4(k + 1) boyutlu matris ¢arpimlarini igeren bir metot onerilecektir. Verilen metotta
kullanilan matrislerin boyutunun k degeri ile dogru orantili sekilde biliylimesi sebebiyle
metodun uygulanabilirligini saglamak amaciyla MATLAB programi kullanilarak her bir
k > 0 degeri i¢in bu metotta kullanilan matrisleri kolay bir sekilde elde etmede kullanilan

k degerine bagli algoritmalar verilerek metodun uygulanabilirligi kolaylastirilacaktir.

Devaminda Merrifield-Simmons indeksi hesabinin yapi taglarini teskil eden bagimsiz k
tane kose icerecek sekilde olusturulabilecek farkli kiime sayilara yonelinecektir. Tlk
olarak, i¢ noktasiz-yogunlastirilmis benzenoid sistemlerde her bir k > 0 degeri igin

bagimsiz k tane kose icerecek sekilde olusturulabilecek farkli kiime sayilarini
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hesaplamada kullanilan 5(k + 1) X 5(k + 1) boyutlu matris ¢arpimlarini igeren bir
metot dnerilecektir. Ikinci olarak ise bu metotta da kullanilan matrislerin boyutunun k
degerleri arttik¢a artmasi nedeniyle metodun uygulanabilirligi icin MATLAB programi
kullanilarak matrisleri elde etmede kullanilan algoritmalar gelistirilecektir. Boylelikle,
onerilen metot ve algoritmalar sayesinde her bir k > 0 degeri i¢in her bir i¢ noktasiz-
yogunlastiritlmis benzenoid sistemde bagimsiz k tane kose igerecek sekilde

olusturulabilecek farkli kiime sayilar1 hesaplanabilir olacaktir.

Ayrica, her bir k > 0 degeri i¢in bagimsiz k tane kose igerecek sekilde olusturulabilecek
farkli kiime sayilarini hesaplamaya gerek olmadan dogrudan i¢ noktasiz-yogunlastirilmis
benzenoid sistemlerin Merrifield-Simmons indeksini hesaplamada kullanilan bir metot
onerilerek bu hesap verilen her i¢ noktasiz-yogunlastirilmis benzenoid sistem igin kolay
bir yolla gerceklestirilebilecektir.

I¢ noktasiz-yogunlastirilmis benzenoid sistemlerin ardindan, i¢ noktali-yogunlastiriimas
benzenoid sistemlerin bir tiirii olan ¢ift katli benzenoid zincirlerin Hosoya ve Merrifield-
Simmons indekslerinin hesabi igin birer metot 6nerilerek bu metotlar ile her bir ¢ift katli
benzenoid zincirin hem Hosoya indeksi hem de Merrifield-Simmons indeksi verilen

metotlar ile hesaplanabilir olacaktir.

Son olarak Gutman ve ark. (1989) tarafindan R, ve P,, adlartyla verilen 6zel tipteki i¢
noktali-yogunlastirilmis benzenoid sistemlerin hem Hosoya hem de Merrifield-Simmons
indekslerinin hesabi igin metotlar onerilerek karsilik gelen her sistem tipi i¢in bu

indekslerin hesab1 agik bir fonksiyon seklinde ifade edilecektir.
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2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. On Bilgiler

2.1.1. Tamm. Bir G grafi, kése kiimesi V = {vy,v,, -, v,} ile siras1 6nemli olmaksizin
1<i,j<4q, 1<k <picinv;v; koseleri arasindaki baglantiy1 temsil eden ve e, =
v;v; formunda gosterilen ifadelerin olusturdugu kenar kiimesi E = {ej,e3,*,ep}

tarafindan olusturulan bir sirali ikilidir. G = (V, E) veya kisaca G ifadesiyle gosterilir
(Christofides 1975).

2.1.2. Tanm. V = {vy, v,, -+, v, } kose kiimesine ve E' = {e,, e, '+, €, } kenar kiimesine
sahip bir G = (V,E) grafinin kése sayisi |\V| = q, kenar sayisi |E| = p olarak ifade

edilir.

2.1.3. Tamm. Bir G grafinda v;, v; koseleri arasinda en az bir e = v;v; kenar1 mevcut ise
v;, v; koselerine komsu kdseler denilir ve e kenar1 hem v; hem de v; koselerine bitisiktir

denilir (Diestel 2005).

2.1.4. Tammm. Bir G grafinda bir v kdsesinin bitisik oldugu kenar sayilariin toplamina v

kosesinin derecesi denir ve d(v) ile gosterilir (Diestel 2005).

2.1.5. Tamm. G grafinda bulunan her bir kenar igin e, = v;v; # v;v; ise G grafina yonlii

graf denilir (Christofides 1975).

2.1.6. Tamim. G grafi i¢in olusturulan bir kenar i¢in e = v;v; iSe e kenarina bir ilmek

(loop) denilir. Dongii igeren graflara pseudo graf denilir (Trinajstic 1992).

16



2.1.7. Tamm. G grafinda herhangi iki kdse v;, v; arasinda birden fazla sayida kenar

mevcut ise bu kenarlar ¢oklu kenarlar olarak adlandirilir. Coklu kenar igeren graflara
¢oklu graf denilir (Trinajstic 1992).

2.1.8. Tamim. Coklu kenar ve dongii icermeyen yonlii olmayan graflara basit graf denilir.

2.1.9. Tamim. Kose ve kenar kiimeleri sirastyla V = {vy, v,, -+, v, }, E = {eq, €5, , e}
olan G(V,E) grafinda 1 <i < k araliginda Va; € V, Vb; € E i¢in b; = a;a;,, olmak
lizere a;bya,byas -+ by_1axbrar,1 seklinde tanimlanan diziye G grafinda bir yiiriyiis
denir. Yiirtiylisteki kenar sayisina ise yiirliylisiin uzunlugu denilir. Verilen bir yiiriiyiis
icin a; = ag4q ise yuriylse kapali yiirtiyiis aksi halde ag¢ik yiiriiyiis denilir (Diestel
2005).

2.1.10. Tanmim. Bir G grafi iizerinde tanimlanan bir yiiriiyiiste tiim kenarlar farkli ise

yuriiylise iz denir (Trinajstic 1992).

2.1.11. Tamm. Bir G = (V, E) grafi iizerinde tanimlanan bir yiiriiyiiste tiim koseler ve
kenarlar farkli ise yiiriiylise patika denir. Kose sayisi j olan patika formundaki bir grafa

patika graf denir ve P; sembolii ile gosterilir (Trinajstic 1992).

2.1.12. Tammm. ilk ve son koseleri cakisan ve tiim kdse derecelerinin hepsi 2 olan kapali
patikaya devir graf denir. Kdse ve kenar sayisinin her biri j olan devir (cycle) graf C; ile

gosterilir (Balaban 1976).

2.1.13. Tanim. Bir G grafinda herhangi iki kdse arasinda en az bir tane patika mevcut ise

G grafina baglantili graf denir (Balaban 1976).
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2.1.14. Tamm. Bir G = (V,E) ve S = (V', E") graflari igin E' € E ve V' € V saglanirsa
S grafina G grafinin bir alt grafi denir (Diestel 2005).

2.1.15. Tammm. G = (V, E) grafinin bir alt grafi olan S = (V', E") grafinda

Vu,v €V'veVe=uv € Ei¢ine € E’

sart1 saglaniyorsa S alt grafina G grafinin bir indiiklenmis alt grafi denir (Plummer ve
Lovasz 1986).

2.1.16. Tanmmm. G = (V, E) grafinin bir alt grafi olan S = (V',E") grafinda V = V' gart1
saglaniyorsa S alt grafina G grafinin bir geren alt grafi denir (Diestel 2005).

2.1.17. Tanmm. G = (V, E) grafinin alt graflarindan maksimal baglantili her alt grafina

bir baglantili bilesen denir (Plummer ve Lovasz 1986).

2.1.18. Tamim. Devir igermeyen bir graf yapis1 orman olarak ifade edilir (Diestel 2005).

2.1.19. Tamim. Devir icermeyen baglantili bir grafa aga¢ denir (Balaban 1976).

2.1.20. Tanmm. v € G olmak iizere v kdsesine komsu olan tiim kdselerin olusturdugu

komsuluk kiimesi

Ne(v) ={u€G:3e € G,e = uv}

seklinde ifade tanimlanir. Ayrica,
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Ng[v] = Ne(v) U {v}

olarak ifade edilir (Diestel 2005).

2.1.21. Tanmm. G, = (V4,E,) ve G, = (V,, E,) graflar1 arasinda

Vu,veV,igine=uv €EE; & f(e) = f(w)f(v) EE,

olacak sekilde birebir ve orten bir f:V; — V, fonksiyonu mevcut ise G, ve G, graflar

birbirine izomorftur denilir ve G; = G, ile gosterilir (Diestel 2005).

2.1.22. Tammm. Bir G grafi ve v € G i¢in G — v alt grafi G grafindan v kosesi ve v

kosesine bitisik olan tiim kenarlarin ¢ikarilmasi durumu olarak ifade edilir (Diestel 2005).

2.1.23. Tamim. Bir G grafi ve e € G i¢in G — e alt grafi G grafindan sadece e kenarinin

c¢ikarilmasi durumu olarak ifade edilir (Bollobas 2004).

2.1.24. Tanmim. Herhangi ikisi birbirine komsu olmayan koselerden olusan bir kiimeye
bagimsiz kose kiimesi, herhangi ikisi ortak bir kdseye bitisik olmayan kenarlardan olusan

bir kiimeye bagimsiz kenar kiimesi denir (Plummer ve Lovasz 1986).

2.1.25. Tanum. Bir G grafiigin |V| = q¢ > k olsun. G grafindan ¢ikarilan kseler onemli
olmaksizin k tane koseden az sayida kose ¢ikarildiginda G halen baglantili bir graf ise G
grafina k-baglantili graf denir (Diestel 2005).
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2.1.26. Tamim. Verilen G grafi bir diizlem tizerine higbir kosesi birbiri ile kesismeyecek

sekilde ¢izilebiliyor ise G grafina diizlemsel graf denir (Diestel 2005).

2.1.27. Tamim. Hig kenar1 bulunmayan graflara bos graf denir.

2.2. Benzenoid Sistemler

Hidrokarbonlar, hidrojen ve karbon atomlarindan olusan organik molekillerdir.
Hidrokarbonlarin molekiiler graflari ise genellikle hidrojen atomlari ¢gikarilmis karbon
atomu iskeletlerinden olusmaktadir. Benzenoid sistemler de bu dogrultuda benzenoid

hidrokarbonlarin molekiiler graflarini temsil etmektedir.

Bir benzenoid sistem karbon iskeleti diizgiin altigen seklinde olan benzen molekiiliiniin
molekiiler grafinin ikili ikili ya bir ortak kenara sahip olacak sekilde birbirine yapisik ya
da ayrik olarak yer aldig1 2-baglantili diizlemsel bir graf yapisidir (Gutman ve Polansky
1986, Cyvin ve Gutman 1988, Gutman ve Cyvin 1989). Benzenoid sistemlerin
olusumunda yap1 tas1 olan her bir benzen molekiiliiniin molekiiler grafi bir diizgiin altigen
bir diger ifadeyle hekzagon oldugundan Cg4 devir grafina karsilik gelmektedir. Her bir Cg
bir i¢ bélge bunlarin disinda kalan tek bolge ise dis bilge olarak adlandirilir. Benzenoid
sistemlerde bir v kosesi en fazla 3 hekzagona ait olabilir. 3 hekzagona ait olan ve 3 i¢
bolgenin kesisiminde yer alan bir v kdsesine i¢ kose, 1 veya 2 hekzagona ait olarak dis
bolge ile 1 veya 2 i¢ bolgenin kesisiminde yer alan bir v kosesine ise dig kose denilir

(Cyvin ve Gutman 1988, Gutman ve Cyvin 1989).

Sekil 2.1°de bir benzenoid sistem 6rnegi gosterilmektedir.
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Sekil 2.1. Benzenoid sistem

2.3. I¢ Noktasiz-Yogunlastirilmis Benzenoid Sistemler

Ic noktasiz-yogunlastirilmis benzenoid sistemler benzenoid sistemlerin temel iki alt

sinifindan birisidir.

2.3.1. Tanmm. Hig i¢ kose igermeyen benzenoid sistemlere i¢ noktasiz-yogunlastiriimus
benzenoid sistemler denilir (Cyvin ve Gutman 1988, Gutman ve Cyvin 1989).

Ic noktasiz-yogunlastirilmis benzenoid sistemlerde bir hekzagon en fazla 3 tane
hekzagona komsu olabilir. Sekil 2.2°de bir i¢ noktasiz-yogunlastirilmis benzenoid sistem

Ornegi sunulmaktadir.
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Sekil 2.2. i¢ noktasiz-yogunlastirilmis benzenoid sistem

2.4. I¢ Noktah-Y ogunlastirilmis Benzenoid Sistemler

Benzenoid sistemlerin temel iki alt smifindan bir digeri i¢ noktali-yogunlastirilmis
sistemlerdir. Benzenoid sistemler bir kiime olarak disiintildiigiinde i¢ noktasiz-
yogunlastiritlmis benzenoid sistemler kiimesinin tiimleyeni i¢ noktali-yogunlastiriimis

benzenoid sistemler kiimesini olusturur seklinde de tasvir edilebilir.

2.4.1. Tanmmm. En az bir i¢ kose iceren sistemler i¢ noktali-yogunlastirilmig benzenoid
sistemler olarak tanimlanmaktadir (Cyvin ve Gutman 1988, Gutman ve Cyvin 1989).

Sekil 2.3’te bir i¢ noktali-yogunlastirilmis benzenoid sistem 6rnegi gosterilmektedir.
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Sekil 2.3. I¢ noktali-yogunlastirilmis benzenoid sistem

2.5. Benzenoid Zincirler

Benzenoid zincirler i¢ noktasiz-yogunlastirilmis benzenoid sistemlerin alt siniflarindan

birisidir.

2.5.1. Tanim. Bir i¢ noktasiz-yogunlastirilmis benzenoid sistemde her hekzagon en fazla

2 tane hekzagona komsu ise bu sisteme bir benzenoid zincir denir (Zhang ve Tian 2003).

Ifade etmede kolaylik saglamak amaciyla h tane hekzagona sahip bir benzenoid zincir

By, = H{H, - Hy, ile gosterilecektir.
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Sekil 2.4. Benzenoid zincir By,

2.5.2. Tamm. B, = H,H, --- H, benzenoid zincirinde yer alan ve sadece bir tane
hekzagona komsu olan H, ve Hj hekzagonlarina u¢ hekzagonlar denir (Zhang ve Tian
2003).

2.5.3. Tammm. Bir B, = H,H, ‘- H, benzenoid zincirinde u¢ hekzagon olmayan H, ve
Hj, hekzagonlar haricinde 2 < j < h — 1 i¢in bir H; hekzagonunun 2 dereceli koseleri

birbirine komsu ise bu H; hekzagonuna déniis hekzagonu denir (Zhang ve Tian 2003).

2.5.4. Tammm. Hi¢ doniis hekzagonu i¢cermeyen bir benzenoid zincire lineer benzenoid
zincir denir ve h tane hekzagon igeren bir lineer benzenoid zincir L;, ile gosterilir (Zhang
ve Tian 2003).
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Sekil 2.5. Lineer benzenoid zincir Lg

2.5.5. Tammm. U¢ hekzagonlar haricindeki tim hekzagonlari doniis hekzagonu olan bir
benzenoid zincire zik-zak benzenoid zincir denir ve h tane hekzagon igeren bir zik-zak

benzenoid zincir Z,, ile gosterilir.

Sekil 2.6. Zik-zak benzenoid zincir Z,

2.6. Cift Kath Benzenoid Zincirler

I¢ noktali-yogunlastirilmis benzenoid sistemlerin bir tiirii olan bir ¢ift katli benzenoid
zincir, naftalin molekiilleri dikey formda diisiiniilerek naftalin molekiillerinin birbirleriyle
iki tipte olmak tizere ardisik olarak 3 zik-zak kenar boyunca kaynasmasiyla meydana

gelmektedir.
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2.6.1. Tamim. n-katli benzenoid zincirler n tane 6zdes benzenoid zincirin bir araya
gelmesiyle meydana gelmektedir. n = 2 oldugunda benzenoid zincire ¢ift katli benzenoid

zincir denir (Cyvin ve Gutman 1988).

Sekil 2.7. Cift katli benzenoid zincir

2.6.2. Tammm. Bir ¢ift katli benzenoid zincirde iki naftalin molekiiliiniin kaynasmasi iki
tipte olabilir. Bu iki tipw, a,x,b,y,c,z,d,t, f etiketli koseler Sekil 2.8’de gosterildigi

sekilde olmak tlizere;

DrTipix=a,y=bz=ct=d

2)yTipw=bx=cy=d,z=f

formundadir (Ren ve Zhang 2007a, Ren ve Zhang 2007b).
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T tip
X b
Vi c
e \
t f

Sekil 2.8. Cift katli benzenoid zincirler i¢in kaynagma tipleri

y tip

Cift katli benzenoid zincirleri ifade ederken Tanim 2.6.2°de tanimlanan 7 ve y kaynasma
tirlerini belirtmek faydali olacaktir. Bu sebeple 2h tane hekzagona, h tane naftalin
molekiiline ve h — 1 tane naftalin kaynasma tipine sahip bir benzenoid zincir igin

91,9, ++, 9,1 € {1, 7} olmak tizere H(9,9,, -+, 9,_1) gosterimi kullanilacaktr.

2.6.3. Tammm. Bir H(91,9,,+,9,_1) sift katli benzenoid zincirinde 1 <j <h—2
arahigindaki her j degeri i¢in ¥; =9, esitligi saglamyor ise H (91,9, ,9p_1)

zincirine ¢ift katl lineer benzenoid zincir denir.
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Sekil 2.9. Cift katl lineer benzenoid zincir H(z, 1,7, 7, T)

2.6.4. Tamm. Bir H(91,9,,,9,_1) sift katli benzenoid zincirinde 1 <j <h—2
arahigindaki her j degeri i¢in ¥; # 9,4 esitligi saglamyor ise H (91,9, ,9p_1)

zincirine ¢ift katl zik-zak benzenoid zincir denir.

Sekil 2.10. Cift katli zik-zak benzenoid zincir H(z,y,T,¥, T)
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2.7. Hosoya Indeksi

2.7.1. Tammm. Bir G = (V, E) grafii¢in M C E olacak sekilde bir bagimsiz kenar kiimesi
olsun. M kiimesine G grafi igin bir egleme denir (Bondy ve Murty 1976).

2.7.2. Tanim. k tane eleman iceren bir eslemeye k-esleme denir.

2.7.3. Tamm. k > 0 olmak iizere bir G = (V,E) grafinda her biri birbirinden farkli
olacak sekilde secilebilecek tiim k-eslemelerin sayisina G grafindaki k-esleme sayisi

denir ve m(G, k) ile gosterilir.
Tanim geregi m(G, 0) = 1 esitligi mevcuttur. Ayrica, m(G, 1) = |E| oldugu asikardir.

2.7.4. Tamm. G = (V,E) bir graf olsun. r degeri, m(G,r) # 0 olacak sekildeki

maksimum dogal say1 olmak iizere

2(6) = z m(G, k)
k=0

formunda tanimlanan ifadeye Hosoya indeksi denir (Hosoya 1971).
2.8. Merrifield-Simmons Indeksi

2.8.1. Tammm. Bir G = (V, E) grafi i¢in I € V olacak sekilde bir bagimsiz kdse kiimesi
olsun. I kiimesine G grafi igin bir bagimsizlik kiimesi denir (Bondy ve Murty 1976).
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2.8.2. Tamim. k tane eleman igeren bir bagimsizlik kiimesine k-bagimsiziik kiimesi denir.

2.8.3. Tammm. k > 0 olmak {izere bir G = (V,E) grafinda her biri birbirinden farkli
olacak sekilde segilebilecek tiim k-bagimsizlik kiimelerinin sayisina G grafindaki k-

bagimsizlik sayist denir ve n(G, k) ile gosterilir.
Tanim geregi n(G, 0) = 1 esitligi vardir. n(G, 1) = |V| oldugu agiktir.

2.8.4. Tamm. G = (V,E) bir graf olsun. r degeri, n(G,r) # 0 olacak sekildeki

maksimum dogal say1 olmak iizere

i(6) = z n(G, k)

k=0

formunda tanimlanan ifadeye Merrifield-Simmons indeksi denir (Merrifield ve Simmons
1989).
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3. MATERYAL VE YONTEM

Kimyasal graf teorideki kombinatorik sayma ve hesaplama problemlerinin ¢éziimiinde
siklikla gesitli koseler ile kenarlar tizerinde dahil etme-dislama ilkesi kullanilmaktadir
(Bonchev ve Mekenyan 2012). Bunun sonucu olarak gelistirilen rekiirans bagintilari bu
cercevede oldukca dnemlidir. Bu bagintilar tekrarli sekilde uygulanarak bazi yapilarda
istenen sonuclar alinabilmektedir. Ancak ¢ok biiyiik ve karmasik yapilar {izerinde tekrarh
sekilde rekiirans bagintilarinin uygulanmasi bilgisayar destekli olarak bile oldukca
zorlayicidir. Bu noktada ise kullanilan gesitli metotlar gelistirilmistir. Bu boliimde bu

bagmtilar ve metotlar kisaca agiklanacaktir.
3.1. Hosoya ve Merrifield-Simmons Indeksleri i¢cin Rekiirans Bagintilart

3.1.1. Lemma. G = (V, E) bir graf olsun.

a) Gy, Gy, -+, Gy, alt graflar1 G grafinin tim baglantili bilesenleri olmak iizere

k
26) = | |z

esitligi saglanir.
b) v;,v; €V,e = v;v; € E i¢in
Z2(G)=Z2(G—-e)+ Z(G —v; —v))

esitligi saglanir (Gutman ve Polansky 1986).
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3.1.2. Lemma. G = (V, E) bir graf olsun.

a) Gy, Gy, -+, Gy alt graflar1 G grafinin tim baglantili bilesenleri olmak iizere

k

i6) = [ 6

j=1
esitligi saglanir.
b) v.,v; €V,e = v,.vs € E igin
i(G) = i(G —e) —i(G — (Ng[vr] U Ng[vs])
esitligi saglanir (Gutman ve Polansky 1986).

3.1.3. Lemma. j = 1 igin P; grafi j tane kdse sayisina sahip olan patika graf olsun.
m(Pj, k),n(Pj, k),Z (P;) ve i(P;) degerleri sirasiyla P; patika grafimin k-esleme sayist,
k-bagimsizlik sayisi, Hosoya indeksi ve Merrifield-Simmons indeksini temsil etmek

lizere agagidaki degerler mevcuttur.

m(Pl, 0) = 1,m(P1, 1) == 0,
m(Pz, 0) = 1,m(P2, 1) == 1,m(P2, 2) == 0,
m(P3, 0) = 1,m(P3, 1) == Z,m(Pg, 2) == 0,

m(P;,0) = 1,m(P,, 1) = 3,m(P,,2) = 1,m(P,,3) =0,
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m(Ps,0) = 1,m(Ps, 1) = 4,m(Ps, 2) = 3,m(Ps,3) =0,

m(Pg, 0) = 1,m(Pg, 1) = 5,m(Pg, 2) = 6,m(Pg,3) = 1,m(Ps,4) =0,

n(PliO) = 1,n(P1, 1) = 1Pn(P1P2) = 0,
n(Pz, 0) = 1,n(P2, 1) = 2, n(Pz, 2) = O,
n(Ps,0) = 1,n(Ps;, 1) = 3,n(P;,2) = 1,n(Ps,3) = 0,

n(P,0) =1,n(P,, 1) = 4,n(P, 2) = 3,n(P,3) =0,

n(PS'O) = 1,Tl(P5, 1) = 5,Tl(P5,2) = 6,Tl(P5, 3) = 1:n(P5:4‘) = O:

n(Pg,0) = 1,n(Ps, 1) = 6,n(Py,2) = 10,n(Pg,3) = 4,n(Pg,4) = 0,

Z(Py) =m(Py,0) =1,

Z(P,) =m(P,,0) + m(P,,1) = 2,

Z(P3) =m(P;,0) + m(P;,1) = 3,

Z(P,) =m(Py,0) + m(Py, 1) + m(P,, 2) =5,

Z(Ps) = m(Ps,0) + m(Ps, 1) + m(Ps, 2) = 8,

Z(Pg) = m(Pg,0) + m(Pg, 1) + m(Pg, 2) + m(Pg, 3) = 13,
i(Py) =n(P,0) +n(Py,1) =2,

i(P,) =n(P,,0) +n(P,,1) =3,

i(P;) =n(P3,0) + n(P3,1) + n(P5,2) =5,

i(Py) =n(Py,0) + n(Py, 1) + n(Py, 2) =8,

i(Ps) =n(Ps,0) + n(Ps, 1) + n(Ps,2) + n(Ps, 3) = 13,

i(Pg) = n(Pg,0) + n(Ps, 1) + n(Pg, 2) + n(Pg, 3) = 21.

3.1.4. Ornek. G = (V,E) késeleri a, b, c,d, f, g seklinde etiketlenerek verilen Cq devir

grafi olsun.
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Ik olarak Cg devir grafinin Hosoya indeksi e = ab € G kenar1 iizerinden Lemma 3.1.1

yardimiyla hesaplanmak istenirse;

I
N

Z,

Sekil 3.1. €, devir grafi i¢cin Hosoya indeksi rekiirans ifadesi

denklemine ulasilir. Denklemin sag tarafinda bulunan Z(Pg) = m(Pg, 0) + m(Pg, 1) +
m(Pg,2) + m(Pg,3) =1+5+6+1=13 ve ayrica Z(P,) = m(P,,0) + m(P,, 1) +
m(Py,2) =14+34+1=05 degerleri basit sekilde hesaplanarak Z(Cg) = 13 +5 = 18

sonucuna varilir.

Ikinci olarak Cq devir grafinin Merrifield-Simmons indeksi e = ab € G kenari silinerek

Lemma 3.1.2 yardimiyla hesaplanmak istenirse;

L1 |

Sekil 3.2. Cy devir grafi i¢in Merrifield-Simmons indeksi rekiirans ifadesi

Q.

denklemi elde edilir. Buradan i(Pg) = n(Ps,0) + n(Pg, 1) + n(Pg, 2) + n(Pg,3) =1+
6 + 10 + 4 = 21 degeri elde edilir. Benzer sekilde i(P,) = n(P,,0) + n(P,,1) =1+
2 = 3 degeri de elde edilerek i(Cs) = 21 — 3 = 18 sonucuna ulasilir.
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Lemma 3.1.1 ve Lemma 3.1.2’nin paralelinde asagidaki lemmalara m(G, k) ve n(G, k)

tanimlarindan ulasilabilir.

3.1.5. Lemma. G = (V, E) bir graf olsun.

a) G,,G, alt graflann G = G; U G, olacak sekildeki G grafinin baglantili bilesenleri

olmak lizere

m(G, k) = m(G, k)m(G,,0) + m(G, k — 1)m(G,, 1) + -+ + m(G,,0)m(G,, k)

esitligi saglanir.

b) v;,v; €V,e = v;v; € E i¢in

m(G, k) =m(G —e k) + m(G —v; — v,k —1)

esitligi saglanir (Hosoya ve Ohkami 1983).

3.1.6. Lemma. G = (V, E) bir graf olsun.

a) G4, G, alt graflann G = G; U G, olacak sekildeki G grafinin baglantili bilesenleri

olmak tlizere

n(G, k) = n(Gy, k)n(G,,0) + n(G,, k — 1)n(G,, 1) + -+ n(G1, 0)n(G,, k)
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esitligi saglanir.

b) v;,v; €V,e = v;v; € E igin

n(G, k) =n(G — e, k) —n(G — Ng[v;] — N¢|vj], k — 2)

esitligi saglanir.

3.1.7. Ornek. G = (V,E) Sekil 3.1’de Hosoya indeksi hesaplanan ve koseleri
a,b,cd,f,g seklinde etiketlenerek verilen Cg devir grafi olsun. G grafinin 3-esleme ve

3-bagimsizlik sayilari sirastyla Lemma 3.1.5 ve Lemma 3.1.6 kullanilarak;

m(G,3) = m(G —ab,3) + m(G—a—b,2)
=m(Pg, 3) + m(P,, 2)
=1+1

=2

n(G,3) = n(G — ab,3) —n(G — Ng[a] — Ng[b], 1)
=n(Ps,3) —n(Py, 1)
=4-2

=2

olarak elde edilir.
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3.2. Hosoya Vektorii

Cruz ve ark. (2017) tarafindan bir G grafinin bir kenar1 {izerinde tanimlanan Hosoya

vektorii asagidaki tanimda verilmektedir.

3.2.1. Tamm. G = (V,E) bir graf olsun. v;,v; € V,e = v;v; €E i¢in G grafinin e

kenar1 tizerindeki Hosoya vektorii

seklinde tanimlanir (Cruz ve ark. 2017).

3.2.2. Ornek. G = (V,E) késeleri a, b, c,d, f, g seklinde etiketlenerek Ornek 3.1.4’te
verilen Cg devir grafi olsun. Burada Z(Ps) = m(Ps,0) + m(Ps,1) + m(Ps,2) =1 +
4 + 3 = 8 seklinde hesaplanir. Ayrica, Z(Cg) = 18 ve Z(P,) = 5 olarak Ornek 3.1.4’te

hesaplandigindan e = ab € E kenar1 iizerindeki Hosoya vektori

Z(G) Z(Ce) 18

| Z6-a) | _|Z(Ps)|_ |8
Zo@=| 76-p |=lzep|= s
7G-a-nl lzeepl s

olarak bulunur.

Cruz ve ark. (2017) verilen bir G grafinin bir kenar1 iizerinde tanimladiklart Hosoya

vektorii ve Lemma 3.1.1°de verilen Hosoya indeksi i¢in rekiirans bagintilart yardimiyla
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i¢ noktasiz-yogunlastirilmis benzenoid sistemlerin Hosoya indeksini 4x4 boyutlu dogal
say1 icerikli matrisler ile bir vektoriin carpimina dayanarak hesaplayan indirgeme

formiilleri elde etmislerdir.

Transfer matris teknigi Polansky ve ark. (1989), Randic ve ark. (1989) tarafindan yapilan
calismalarda oldugu gibi matematiksel kimya alaninda bir¢ok sayma probleminde
yaklagim olarak kullanilmistir (Bonchev ve Mekenyan 2012). Cruz ve ark. (2017)
tarafindan yapilan ¢alismada da kullanilan yaklagimin transfer matris teknigi oldugu

gbzlemlenebilir.
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4. ARASTIRMA SONUCLARI VE BULGULAR

4.1. ¢ Noktasiz-Yogunlastirlmis Benzenoid Sistemlerin k -Esleme Sayilarinin

Hesaplanmasi

Bu boliimde i¢ noktasiz-yogunlastirilmis benzenoid sistemlerin Vk > 0 igin k-esleme
sayisinin hesabina yonelik matris ¢arpimlarina dayanan indirgeme formiilleri verilecektir.
Sonug olarak, Vk > 0 igin herhangi bir i¢ noktasiz-yogunlastirilmig benzenoid sistemin
k-esleme sayis1 4(k + 1) X 4(k + 1) boyutlu, dogal say1 i¢erikli matrislerin 4(k + 1) X
1 boyutlu, dogal sayi igerikli bir vektor ile ¢arpimi yoluyla hesaplanabilir olacaktir.

[lk olarak bu béliimde verilecek olan teoremlerin ve ispatlarin temelini olusturacak olan

4(k + 1) x 1 tipindeki vektor tanimlanacaktir.

4.1.1. Tamm. G = (V, E) bir graf olsun. G grafinin e = qr € E kenar1 iizerindeki k > 0

icin k-esleme vektorii

mqr(Gv k) =

formundadir (Oz ve Cangul 2022a).

m(G, k)
m(G, k—1)

m(C:r', 0)
m(G —q, k)
m(G —q,k—1)

m(G — ,0)
m(G —r,k)
m(G—r,k—1)

m(G —r,0)
m(G—q—rk)
mG—q—1k—1)

[ m(G—q—1,0)
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Bir sonraki sekilde Bolimler 4.1, 4.2 ve 4.3’de verilecek olan her boliimiin ilk ¢
teoremini ve bu teoremlerin ispatlarin1 daha anlasilir sekilde sunma maksadiyla iki

izomorfik graf yapisi farkli kose etiketlerine sahip olarak gosterilmektedir.

(0) Q!

Sekil 4.1. Teoremler 4.1.3-4.1.5, 4.2.3-4.2.5, 4.3.3-4.3.5 igin kullanilacak i¢ noktasiz -
yogunlastirilmis benzenoid sistem formu tiirleri

4.1.2. Lemma. G = (V,E) bir graf ve e = qr € E, G grafinin bir kenari olsun.

1 0 0 0,0 0 0 0:/0 0 0 0,0 0 0 0
01 0 010 0 © 0:10 0 0 0:0 0 © 0
0 - 0 1 0,0 -~ 0 0 0i0 = 0 0 0,0 = 0 0 0
0 = 0.0 110 - 0_0_0:0 - 0 .0 0:0 = 0_0_0
0 00 -~ 0!'0 0 0 « 0!1 0 0 - 00 0 0 -« 0
0o 00 0,0 0 0 « 0i/0 1 0 = 0,0 0 0 = 0
0 - 0 0 0!0 ~ 0 0 0!0 - 0 1 0!0 0 0 0
p=|Q 200,00 - 0_.0_0:0 = 0.0 1,0 -0 0_0
00 0 - 0:1 0 0 =~ 0:0 0 0 = 010 0 0 - 0
0 00 - 0!'0 1 0 « 0!0 0 0 -~ 00 0 0 = 0
0 - 0 0 0:0 -~ 0 1 0:0 =~ 0 0 0:0 - 0 0 O
9 .. 0.0.0;0 - 0 0_1:;0 - 0_0_0;0 - 0_0_0
o 00 0,0 0 O « 0;0 0 0 « 0;1 0 0 - 0
00 0 - 0:0 0 0 = 0:0 0 0 = 010 1 0 - 0
0 0 0 010 0 0 010 0 0 0:0 0 1 0
0 0 0 0:0 0 0 0:0 0 0 0:0 0 0 1




formunda k = 0 i¢in 4(k + 1) X 4(k + 1) boyutlu dogal sayi igerikli bir matris olacak

sekilde

Mg (G, k) =D -my4(G, k)

esitligi saglanir.

. Mg, (G, k) vektdriiniin tanimindan agiktir.

Ispat

4.1.3. Teorem. G = (V,E) bir S grafi ve bir hekzagonun ortak bir e = wv € E kenarinda

kaynasmasi ile olusan bir graf olsun (Sekil 4.1 (i) sikkinda goriilebilir). O halde

O O (=]
(=]
(=] Ke=len] o oo

clo- i coco
1
o
1
1
cloo ! coo
||||| - - ——————
1
cloco I o-o
1
1
ol —o o

olo- ! coco
1

1= o

1

cjoo i ooco

olo © (=]
(=R ]
o O o o o

formunda k = 0 i¢in 4(k + 1) X 4(k + 1) boyutlu dogal sayi igerikli bir matris olacak

sekilde
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mgr (G, k) = A-my,(S, k)

esitligi saglanir (Oz ve Cangul 2022a).

Ispat. Ilk olarak mg, (G, k) degerini hesaplamak i¢in sirasiyla m(G,k), m(G —
q,k),m(G —r,k),m(G—q—r,k) degerlerinin hesaplanmas1 gereklidir. Bu hesap
vu, wp kenarlariin her ikisi de alt graflardan silinerek ve Lemma 3.1.5 kullanilarak su

sekilde hesaplanir:

m(G, k) =m(G—vu—wp,k)+m(G—vu—w—-pk—1)
+m(G—-v—-—u—-wpk—-1)+m(G—-—v—-—u—w-—-pk—2)
=m(S,k)+3mS,k—1)+mS,k—-2)+m(S—w,k—1)
+2m(S —w,k—-2)+mlS —v,k—1)+2m(S — v,k —2)
+mS-w—-v,k—-2)+mS—-—w-—-v,k—3)
=(3,1,0,-,0,0,1,2,0,---,0,0,1,2,0,--+,0,0,0,1,1,0,:+,0) - m,,,,(S, k),

m(G—q,k)=m(G—-q—vu—wp,k)+m(G—q—vu—w-—-pk—1)

+m(G—-—q—-v—-—u—-wpk—-1)+m(G—-—q—-v—-—u—w-—-pk—2)
=m(S,k)+mS,k—1)+mES-wk—-1)+m(S—w,k—2)
+mS —-v,k—-1)+mlS —-—w—-v,k—-2)
=(1,1,0,0,--,0,0,1,1,0,---,0,0,1,0,0,---,0,0,0,1,0,0,---,0) - m,,,,(S, k),
mG—rk)=m(G—-r—vu—wp,k)+m(G—r—vu—w—p,k—1)
+m(G—-r—v—u—-wpk—-1)+m(G—-—r—v—u—w-—-pk—2)
=m(S,k)+mS,k—1)+mES-wk—-—1)+mS—-v,k—1)
+mS—-v,k—=-2)+mS—-—w—v,k—2)
=(,1,0,0,--,0,0,1,0,0,---,0,0,1,1,0,---,0,0,0,1,0,0,---,0) - m,,,,(S, k),
mG—q—r,k)=m(G—-—q—r—vu—wp,k)+m(G—q—r—vu—w-—-p,k—1)
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+m(G—q—r—v—-—u—wpk—1)
+m(G—-—q—-r—v—u—w-pk—2)
=m(S,k)+mS—-wk—-1)+mlS —-v,k—1)
+mS —w—-v,k—2)

=(1,0,0,0,-+,0,0,1,0,0,-,0,0,1,0,0,-+,0,0,0,1,0,0,,0) - m,,,(S, k).

k-esleme vektori tanimindan hareketle;

(1’3) 1FO)...FO)0)1F2FO)...FOI0I 1F2F0I'..F0I0FOF1I1I0’...I0)
(1’1)OFO)...FO)0)1F1FO)...FOI0I 1FOF0I'..F0I0FOF1I0I0’...I0)
(1’1)OFO)...FO)0)1FOFO)...FOI0I 1’1F0I'..F0I0FOF1I0I0’...I0)

(1’ 0) OF O)...FO) 0) 1’ OF O)...FOI OI 1’ OF 0"..F0I 0’ OF 1I OI 0’...I0)

vektorleri mg, (G, k) = A-m,,,(S, k) esitligini saglayacak sekildeki A matrisinin
sirastyla 1., (k + 2)., (2k + 3)., (3k + 4). satirlarini olusturur. Devaminda A matrisinin
kalan satirlarin1  bulmak i¢in m(G,k — 1),---,m(G,0),m(G — q,k — 1),---,m(G —
q,0),mG—-r,k—1),-,m(G—-r,0) ve m(G—q—1,k—1),--,m(G—q—r,0)
degerlerinin de ayr1 ayri hesaplanmasi gerekir. Ancak bu degerleri uzun uzun
hesaplamaya gerek yoktur. Cilinkii yukarida bulunan m(G, k), m(G — q, k), m(G —
r, k), m(G — q — r, k) degerlerinin elde edildigi denklemlerden ¢ikarim yapilarak her
denklemdeki ifadelerde sadece k degerlerinin azalacagi gézlemlenebilir. Bu sebeple A
matrisinin satirlar1 her grupta k + 1 tane satir olacak sekilde siitunlar1 da her bolimde
k + 1 tane siitun olacak sekilde 4 boliime ayrilirsa olusan 16 tane alt matris formundaki
her satirin igerikleri bir sonraki satirda merdiven (satirca eselon) formunda bir saga
atlayarak ayni sekilde yer alir. Boylece A matrisi yukarida verildigi sekilde 4(k + 1) X
4(k + 1) boyutlu dogal say igerikli bir matris olmak {izere mg,.(G, k) = A-m,,,(S, k)

esitligine ulagilir.
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Bu teoremin bir sonucu olarak S = P, oldugu durumda mg,.(G,k) = A-my,, (P, k) =

[0,++,0,1,1,0,-+,0,1,0,,0,1,0,--,0,1]7 oldugu goriilebilir.

4.1.4. Teorem. G = (V,E) bir S grafi ve bir hekzagonun ortak bir e = pw € E

kenarinda kaynasmasi ile olusan bir graf olsun (Sekil 4.1 (ii) sikkinda goriilebilir). O
halde

1310 010 1 2 0 010 1 2 0 010 0 1 1 0 0
01 3 1 010 0 1 2 00 0 1 2 010 0 0 1 1 0
1 1 1
0 0 1 3 110 00 1 210 0 0 1 210 00 0 0 1
0 0 0 1 3!0 0 0 0 1!0 0 0 0 110 0 0 0 0 0
0 0.0 0 110 -+ 0 0 0 0!0 = 0 0 0 010 -~ 0 0 0 0 0
17277000 T 0f 00 00 00 T T 0 00000 0 0
01 2 0 000 0 0 0 0'0 0 1 1 0!/0 0 0 0 0 0
1 1
0 0 1 2 0!0 0 0 0 0!0 00 1 110 0 0 0 0 0
0 0 0 1 2!0 0 0 0 0!0 0 0 0 110 0 0 0 0 0
oo |0 v 0.0 0 110 -+ 0.0 0 010 -+ 0 0 0 00 - 0 0 0 0 0
1771770707000 0 0TI 0 0 00 01000
01 1 0 0r0 0 1 1 010 0 1 0 010 0 0 1 0 = 0
“es “ee “es cee ... cee “ee “ee eee aas “ee e e Ioeee e e e
0 01 1 010 00 1 110 0 0 1 010 00 0 0 1
0 00 1 110 0 0 0 110 0 0 0 110 0 0 0 0 0
0 2. 0.0 0 110 = 0 0 0 010 = 0 0 0 00 = 0 0 0 0 0
R I R B W = N A M N (Sl
01 1 0 010 0 0 0 010 0 1 0 010 0 0 0 0 0
0 0 1 1 010 0 0 0 010 0 0 1 010 0 0 0 0 0
0 0 0 1 110 0 0 0 010 00 0 110 0 0 0 0 0
0 0 0 0 110 0 0 0 010 0 0 0 010 0 0 0 0 0

formunda k = 0 i¢in 4(k + 1) X 4(k + 1) boyutlu dogal sayi igerikli bir matris olacak
sekilde

mqr(G, k) =B My (S, k)

esitligi saglanir (Oz ve Cangul 2022a).

Ispat. Mg, (G, k) vektoriiniin tiim igeriklerini hesaplamak i¢in 6ncelikle m(G, k), m(G —

q, k), m(G—r,k),m(G—q—r,k) degerlerini hesaplamak gereklidir. Bu degerler
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wv, pq kenarlarinin her alt graf i¢in uygun formda silinmesiyle ve Lemma 3.1.5

kullanilarak su sekilde hesaplanir:

m(G, k) = m(G—wv —pq,k) +m(G—-—wv—p—q,k—1)
+m(G-w—-v—-—pg,k—1)+mG—-—w—-v—p—qk—2)
=m(S, k) +3m(S,k—1)+m(S,k—2)+m(S—p,k—1)
+2mS —p,k—2)+mS—w,k—1)+2m(S —w,k — 2)
+mES—-p-—-wk—-2)+mS—p—-—w,k—3)
=(3,10,-,0,0,1,2,0,---,0,0,1,2,0,--+,0,0,0,1,1,0,-+,0) - my,, (S, k),

mG—q,k)=m(G—-q—-—wv,k)+m(G—q—-—w—-v,k—1)

=m(S,k)+2mS,k—1)+mS-w,k—1)+m(S—w,k—2)
=(,2,0,0,---,0,0,0,0,0,--,0,0,1,1,0,--+,0,0,0,0,0,0,-+,0) - mp,, (S, k),
m G —-r,k)=m(G—-—r—-—wv—pq,k)+m(G—r—-—wv—p—-—qk—1)
+m(G—-r-w—-v—-pgk—-1)+m(G—-r—-—w—-v—p—qk—2)
=m(S,k)+mS, k-1 +mS—p k-1 +m(S—pk—2)
+mS —-—w,k—1)+mlS —p—-w,k —2)
=(1,109,0,--,0,0,1,1,0,-,0,0,1,0,0,---,0,0,0,1,0,0,-+,0) - mp,, (S, k),
mG—q—r,k)=m(G—-q—-r—-—wr,k)+m(G—q—r—-—w—-v,k—1)
=m(S,k)+mS,k—1)+mES —-—w,k—-1)

= (1: 11 0: 01'“:01 01 0: 01 0"“: 0: 0' 1: 0' 0:"';0; 0; 0; 0; 0; 0,"',0) ) mpw(S; k)

k-esleme vektorii tammmindan hareketle;

(11 3) 1P O)...PO) 0) 1P 2P O)...POI 0' 1’ 2’ 0"..F0I 0’ OF 1' 1' 0’...I0)

(11 2) OP O)...PO) 0) OP OP O)...POI 0' 1’ 1’ 0"..F0I 0’ OF OI 0' 0’...I0)
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(1’ 1) OI O)--.IO) 0) 1’ 1’ O)--.IOI Ol 1’ 0’ 01.-'F01 0’ 0’ 1l Ol 0"..10)

(1’ 1) OI O)--.IO) 0) 0’ OI O)--.IOI Ol 1’ 0’ 01.-'F01 0’ 0’ Ol Ol 0"..10)

vektorleri mg,- (G, k) = B - my,, (S, k) esitligi saglanacak sekildeki B matrisinin sirasiyla
1.,(k+2).,(2k + 3).,(3k + 4). satirlarin1 olusturur. B matrisinin kalan satirlarini
bulmak i¢in m(G,k — 1),:--,m(G,0),m(G —q,k —1),---,m(G —q,0),m(G —r, k —
1),--,m(G—r,0) ve m(G—q—1,k—1),--,m(G — q —r,0) degerlerinin de ayr1
ayr1 hesaplanmasi gerekir. Teorem 4.1.3’1in ispatinda agiklandig1 gibi bu degerlerin uzun
uzun hesaplanmasina gerek yoktur. Dolayisiyla B matrisinin satirlar1 her grupta k + 1
tane satir olacak sekilde siitunlar1 da her boliimde k + 1 tane siitun olacak sekilde 4
boliime ayrilirsa olusan 16 tane alt matris formundaki her satirin igerikleri bir sonraki
satirda merdiven (satirca eselon) formunda bir saga atlayarak ayni sekilde yer alir.
Boylece B matrisi yukarida verildigi sekilde 4(k + 1) X 4(k + 1) boyutlu dogal say1

igerikli bir matris olmak iizere mg,.(G, k) = B - m,,, (S, k) esitligine ulasilir.

4.1.5. Teorem. G = (V,E) bir S grafi ve bir hekzagonun ortak bir e = wv € E kenarinda
kaynagmasi ile olusan bir graf olsun (Sekil 4.1 (1) sikkinda goriilebilir). O halde

1 310 - 00 1 2 0 - 001 2 0 -« 0'0 0 1 1 0 - 0
01 3 1 - 0'0 0 1 2 = 0410 0 1 2 = 0!0 0 0 1 1 - 0
...... “ee “en ! e “en “en e ! “en “en e “en ! e “en e

1 1 1
0 01 3 1!0 00 1 2!0 00 1 2!0 00 0 0 1
0 00 1 3!0 00 0 1!0 00 0 1!0 00 0 0 0
0 _ o 0..0..0 1,0 -:__ 0.0_0 0,0 - 0.0.0_0;0 - 0_0_0_0_0
17177070 %7700 10 0 070 1 1T 0 - 070 0 10 0 0
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formunda k > 0 igin 4(k + 1) X 4(k + 1) boyutlu dogal say1 igerikli bir matris olacak
sekilde

My (G, k) = C - My (S, k)

esitligi saglanir (Oz ve Cangul 2022a).

Ispat. Ilk olarak m(G, k) ve m(G — r, k) degerleri Teorem 4.1.3’iin ispatinda bir vektor
ile m,,,,(S, k) vektoriiniin ¢arpimi olarak elde edildiginden geriye kalan m(G — u, k),
m(G —r —u, k) degerlerinin hesab1 yapilmalidir. Bu degerler G —u ve G — r — u alt

graflarindan wp kenari silinerek ve Lemma 3.1.5 kullanilarak su sekilde hesaplanir:

m G —-—uk)=m(G—-—u—wp,k)+m(G—-—u—w-pk—-1)
=m(S,k)+2mS,k—1)+mES—-w,k—1)+m(S—w,k—2)
=(1,2,90,0,-+,0,01,1,0,-+,0,0,0,0,0,:--,0,0,0,0,0,0,:--,0) - m,,,,(S, k),

mG—-—r—uk)=m(G—-r—u—wp,k)+m(G—r—u—w-pk—1)

=m(S,k)+mS,k—1)+mS —-—wk—-1)

= (1: 11 0: 01'“:01 01 1: 01 0"“: 0: 0' 0: 0' 0:"';0; 0; 0; 0; 0; 0,"',0) ) mwv(S; k)

k-esleme vektorii tanimindan hareketle;

(113) 1PO)...PO)0)1P2PO)...POI0I 1F2F0I'..F0I0FOF1I1I0’...I0)
(111)OPO)...PO)0)1POPO)...POI0I 1’1F0I'..F0I0FOF1I0I0’...I0)
(112)OPO)...PO)0)1P1PO)...POI0'OFOF0"..F0I0FOFOI0I0’...I0)

(11 1) OP O)...PO) 0) 1P OP O)...POI 0' OF OF 0"..F0I 0’ OF OI 0' 0’...I0)
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vektorleri m,, (G, k) = C -m,,,,(S, k) denklemini saglayacak sekildeki C matrisinin
sirastyla 1., (k + 2).,(2k + 3)., (3k + 4). satirlarim1 olusturur. € matrisinin geriye
kalan satirlarini1 bulmak i¢in m(G,k — 1),---,m(G,0),m(G —r,k —1),---,m(G —
r,0),mG—-uk—-1),--,m(G-u0) ve m(G—r—u,k—1),--,m(G—r—1u,0)
degerlerinin de ayr1 ayr1 hesaplanmasi gerekir. Onceki iki teoremin ispatinda aciklandig
gibi bu degerlerin uzun uzun hesab1 yapilmadan C matrisinin satirlar1 her grupta k + 1
tane satir olacak sekilde siitunlar1 da her bdliimde k + 1 tane siitun olacak sekilde 4
boliime ayrilirsa olusan 16 tane alt matris formundaki her satirin igerikleri bir sonraki
satirda merdiven (satirca eselon) formunda bir saga atlayarak ayni sekilde yer alir.
Boylece C matrisi teoremin ifadesinde verildigi sekilde 4(k + 1) x 4(k + 1) boyutlu
dogal say1 igerikli bir matris olmak iizere m,, (G, k) = C - m,,,(S, k) denklemi elde

edilir.

Buraya kadar sunulan teoremler sonug¢ kisminda i¢ noktasiz-yogunlastirilmis benzenoid
sistemlerin indirgenmesinde sistemdeki en fazla iki hekzagona komsu olan hekzagonlar
icin kullanilacaktir. Bir sonraki sekil ise sonu¢ kismindaki indirgemelerde sistemde ii¢
hekzagona komsu olarak var olan hekzagonlar i¢in boliimiin devaminda sunulacak olan

Teorem 4.1.6°da ve bu teoremin sonucu olan Sonug 4.1.7’de kullanilacaktir.

Sekil 4.2. Teoremler 4.1.6, 4.2.6, 4.3.6 ve Sonuglar 4.1.7, 4.2.7 i¢in kullanilacak i¢
noktasiz-yogunlastirilmis benzenoid sistem formu tiirii
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Sunulacak olan Teorem 4.1.6 ve Sonug 4.1.7°de kullanilacak olan 4(k + 1) X 4(k + 1)

boyutlu matris formlar1 j = 1, 2, 3,4 olmak {izere Ej ile gosterilerek asagidaki sekilde

tanimlanacaktir:

= cocoo
1 1
1 1
oo cjococoo ! wo
1 1
1
o clocococo i o
1 1
1
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4.1.6. Teorem. G = (V,E) grafi M ve S graflan ile bir hekzagonun sirasiyla ortak e;

rq,e;, = wp € E kenarlarinda kaynasmasi ile olusan bir graf olsun (Sekil 4.2°de
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goriilebilir). O halde k = 0 ve j = 1, 2, 3, 4i¢in E; matrisleri yukarida verilen formda

matrisler olmak tlizere

m(G, k)

G—wuk '
6 |00, s

m(G —u—v,k)
denklemi saglanir.

ispat. m(G, k), m(G —u, k), m(G —v,k),m(G —u — v, k) degerleri gerekli olan alt
graflardan pg, wv ve ru kenarlarimin ¢esitli kombinasyonlarda silinerek ve Lemma 3.1.5

kullanilarak asagidaki sekilde hesaplanir:

m(G, k) =m(G —pq—wv—ru,k) +m(G—pq—wv—r—uk—1)
+m(G —pqg—-w—-—v—-ruk—1)+m(G—-pg—w-v—r—uk-—2)
+m(G-p—q-wv—ru,k—1)+m(G—-p—q—wv—r—uk—2)
+m(G—-p—q—w—-v—ruk—2)
+m(G—-p—-q—-—w—-v—r—uk—-3)
=mP,UMUS,k)+m(M—-rUS k—1)+mMUS—-—w,k—1)
+mM —-ruS—-wk—-2)+m(P,UM—-—qUS —p,k—1)
+mM —-q—-rUS—pk—2)+mM—-qUS—p—w,k—2)
+mM—-q—rUS—p—w,k—3)
=[mM,k)+ m(M,k—1)+m(M —r,k—1)]-m(S,0)
+mM,k—1)+mM,k—2)+m(M —r, k—2)]-m(S5,1) + -
+[m(M,1) + m(M,0) + m(M —r,0)] -m(S,k — 1) + m(M,0) -m(S, k) +

+mM,k—1)+mM —7r,k—2)]-m(S—w,0)
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+mM,k-2)+mM —r,k—3)] - m(S—w,1) + -
+[mM, 1) + m(M —r,0)] - m(S —w,k—2) +m(M,0)-m(S —w,k—1)
+[mM — g,k — 1) + m(M — g,k —2) + m(M — q — 7,k — 2)] - m(S — p, 0)
+[mM — g,k —2) + m(M — g,k —3) + m(M — q — 7,k —3)] -m(S —p, 1) + -
+mM —q, 1) +mM —q,0) + m(M —q—1,0)]-m(S —p,k—2)
+m(M —q,0)-m(S—p,k—1)

+mM —q,k-2)+mM —q—r,k—-3)]-m(S —w—p,0)

+mM -q,k—=3)+mM—-—q—-—r,k—4)] m(S—w—-p,1) + -
+mM —q, D +mM —q—7,0] - mS -w—-p,k—3)

+m(M —q,0) - m(S—w—p, k—2).

Dolayisiyla, E; yukarida verildigi formda olmak tizere

m(G, k) = [Ey - Myq(M, k)] - My (S, k)

denklemine ulasilir.

m G —-—u,k)=m(G—-u—pg—wv,k)+m(G—-—u—pqg—w—-v,k—1)
+m(G-u—-p—-—q-wr,k—-1)+m(G—-—u—p—q—w—-v,k—2)
=mMUSk)+m(MUS—w,k—1)+m(M—-—qUS—p,k—1)
+m(M —-qUS—p—w,k—2)
=mM, k) -m(S5,0)+m(M,k—1)-m(S,1) + -
+m(M,0) -m(S, k) + m(M,k —1) -m(S —w,0)
+mM,k—2) - m(S—w,1)+--+m(M,0)-m(S—w,k—1)

+mM —-q,k—1) - m(S —p,0)+m(M —q,k—2)-m(S—p,1) + -
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+mM —q,0) - m(S—p,k—1)+mM—-q,k—2)-m(S—w—p,0)
+mM —-q,k—3) - m(S—w—p,1) + -

+m(M —q,0) -m(S—w —p, k- 2).

Buradan, E, yukarida verildigi formda olmak tizere

m(G —w k) = [E* mypg(M, )]+ 1y (S, K)

denklemine ulagilir.

mG —v,k) =mG —v—pq—rwk) +mG—v—pqg—1—wk—1)
+mG-v—p—q-ruk-D+mG-u—p—q-r—-uk—2)
=mMUS,k)+m(M—-r1USk—1)+m(M—quUS—pk—1)
+m(M—-q—-r1US—pk—2)
= [mWM, k) + m(M —r,k—1)]-m(S,0)
+mM,k—-1)+mM —r,k—2)]-m(S,1) + -
+[mM,1) + m(M —r,0)] -m(S,k—1) + m(M,0) - m(S, k)
+mM —q,k—1)+mM—q—r,k—2)]-m(S—p,0)
+mM —-qk—-2)+mM—-q—1,k—3)]-m(S—p,1) + -
+mM —q,1) + mM —q —1,0)] - m(S —p, k - 2)

+m(M —q,0) -m(S—p,k—1).

Buna gore E5 yukarida verildigi formda olmak iizere

m(G — v, k) = [Es - myq(M, k)] -y (S, k)
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denklemine ulagilir.

mG—-—u—-—v,k)=m(G—-u—v—-—pqgk)+m(G—-—u—v—p—qk—1)
=mMUS,k)+m(M—-—quUS—pk—-1)
=mM, k) -m(S5,0)+m(M,k—1)-m(S,1) + -
+m(M,0) -m(S, k) + m(M —q,k—1) -m(S—p,0) +
+mM —q, k—2) - m(S—p, 1)+

+m(M —q,0) -m(S —p, k —1).

Son olarak E, yukarida verildigi formda olmak iizere

m(G —u—v,k) = [Ey - mpg(M,K)]" -4 (S, )

denklemine ulasilir.

Sonug olarak bulunan dort deger toplu halde k = 0 ve j = 1,2, 3,4 i¢in E; matrisleri

yukarida verilen formda matrisler olmak iizere

m(G, k)
m(G —u, k)
m(G —v, k)

m(G—u—v,k)

_ [(Ej My (M, k))j]T - My (S, k)

denklemi elde edilir.
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Yukaridaki Teorem 4.1.6’nin ispati boyunca kenar silme islemlerinde olusan P; patika
graflarmin k -esleme sayisini arttirmadigl i¢in yazilmayarak islem kalabalikligindan

kaginildigini bir not olarak belirtmek faydali olacaktir.

Bolimiin buraya kadar olan kisminda goriildigi gibi i¢ noktasiz-yogunlastiriimis
benzenoid sistemlerin k-esleme sayilarinin hesabina yonelik 6nerilen metotta k-esleme
vektori kritik konumdadir. Soyle ki, verilen bir i¢ noktasiz-yogunlastirilmis benzenoid
sistemde her hekzagon en fazla iki tane hekzagona komsu ise hekzagonlarin bir kenar1
tizerinde tanimlanan k -esleme vektorii kullanilarak yapilan indirgemeler sayesinde
sistemin k-esleme sayisinin hesabina yonelik onerilen metot sadece Teoremler 4.1.3,
4.1.4 ve 4.1.5’1 icermektedir. Ancak, verilen sistemde ii¢ tane hekzagona komsu olan en
az bir tane hekzagon var ise o zaman bu teoremler yetersiz kalmaktadir. Ciinkii, bu
sistemin k-esleme sayisinin hesabi igin sistemdeki ii¢ tane hekzagona komsu olan tiim
hekzagonlarin diger komsu ii¢ hekzagondan bir tanesi ile ortak olan bir kenar1 tizerindeki
k-esleme vektoriine ihtiya¢ duyulmaktadir. Kisaca, sistemde ii¢ tane hekzagona komsu
olan bir tane hekzagon var olsun ve bu hekzagonun diger ii¢ hekzagondan bir tanesi ile
ortak kullandig1 bir kenar e = uv ise onerilen metodun uygulanabilmesi i¢in m,,,, (G, k)
vektoriine ihtiyag duyulacaktir. Buradan hareketle m,,, (G, k) vektoriine ulagsmak igin
Teorem 4.1.6’da elde edilen

m(G, k)
m(G —u, k)
m(G — v, k)

m(G—u—v,k)

vektorii onerilen metot agisindan dnemli bir yere sahiptir.

Bu vektor sayesinde m,,,,(G, k) vektoriine su sekilde ulasilabilir:
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T
j=1234 igin |(E - myq(M, k))j] vektoriiniin 1 x 4(k + 1) boyutlu bir vektsr

oldugu asikardir. Bu dikkate almarak [Ey - myq(M, k)], [E; - myq(M, k)], [Es -

myq(M, k)]T, [E4 “Myq(M, k)]Tvektérlerinin sirasiyla 1., (k + 2)., 2k + 3)., (3k + 4).
satirlarin1  olusturdugu, 4(k + 1) X 4(k + 1) boyutlu yeni bir matris tanimlansin.
Ardindan Teoremler 4.1.3, 4.1.4, 4.1.5’in ispatlarindaki sekilde bu matrisin satirlar1 ve
stitunlar1 4’er gruba ayrilarak diger kalan satirlar her grup i¢in merdiven (satirca eselon)
formunda doldurularak matrisin kalan satirlar1 tamamlansin. Yeni tanimlanan bu matris

X matrisi olarak gosterilsin. Bu matris yardimiyla bir sonraki sonuca varilmaktadir.

4.1.7. Sonug. G = (V,E) grafi M ve S graflar1 ile bir hekzagonun sirasiyla ortak e; =
rq,e;, = wp € E kenarlarinda kaynagmasi ile olusan bir graf olsun (Sekil 4.2°de
goriilebilir). O halde k = 0 ve j = 1,2, 3,4 igin E; matrisleri yukarida verilen formda

matrisler olmak tizere
My, (G, k) = X -my,, (S, k)
denklemi saglanir.

Bu boliimde sunulan teoremler ve sonuglarda kullanilan A,B,C,D,E;, E;, E3, E,
matrislerinin ve bir e = qr kenan {izerindeki mg, (P, k) vektoriiniin k = 0,1,2 igin
olusturulmasi basit olmakla birlikte Vk > 3 degeri i¢in olusturulmas: elle oldukga
zorlayicidir. Bu sebeple hesabi kolaylastirmak i¢in MATLAB programinda bu matrisler
ve vektoriin basit sekilde elde edilmesini saglayan, k degerine bagl ¢alisan kodlar Ekler
kisminda Ek 1-Ek 11 arasinda sunulmustur (Oz ve Cangul 2022a). Bu kodlar istenilen
k > 3 degerine bagh c¢alistirilarak ve Ek 10 ile EK 11°de sunulan kodlarin 3.,4.,5., 6.
adimlar1 verilen i¢ noktasiz-yogunlastirilmis benzenoid sisteme gore basit sekilde
uyarlanarak elde edilen matrislerin ¢arpimi ile karsilik gelen sistemin k-esleme sayisi

hesaplanabilmektedir. Bu hesaplamanin bir uygulamasi sonraki 6rnekte sunulmaktadir.
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Sekil 4.3. i¢ noktasiz-yogunlastirilmis benzenoid sistem

4.1.8. Ornek. G Sekil 4.3’te verilen bir i¢ noktasiz-yogunlastirilmis benzenoid sistem
olsun. m(G,21) degeri, S?,S",S™ SV karsihk gelen alt graflar olmak iizere, xy
kenarindaki k-esleme vektorii m,., (G, k), Lemma 4.1.2, Teoremler 4.1.3-4.1.6 ve Sonug

4.1.7 kullanilarak asagidaki denklemden elde edilebilir.

My, (G,21) = A+ B - my,(S',21)
=A-B-Z m,,(S",21)
=A-B-Z-D-mp,(5",21)
=A-B-Z-D-A-my(S",21)
=A-B-Z-D-A-L-mg(S",21)

=A-B-Z-D-A-L-A-mu(P,21).

Z matrisinin 1., (k + 2)., (2k + 3)., (3k + 4). satirlari, M alt grafi rq kenarinda sisteme

komsu olarak L; lineer benzenoid zinciri olan alt graf olmak {izere, sirasiyla
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T T T T
[Ey - mpq(M, )|, [E2 - mpg(M )], [Es - mpq(M, k)], [Eq - mpq(M, k)] olan Sonug
4.1.7°deki X matrisi olarak ifade edilen matrise karsilik geldigi gozlemlenebilir. Benzer
sekilde, L matrisi 1., (k + 2)., (2k + 3)., (3k + 4). satirlari, M alt grafi ef kenarinda

sisteme komsu olarak tek bir hekzagon olan alt graf olmak {izere, sirasiyla
T T T T
[El .mef(M! k)] ) [Eef 'mef(M; k)] 1[E3 'mef(M' k)] ’[Ell- 'mef(M: k)] olan SOHU(;

4.1.7°de X matrisi olarak sembolize edilen matrise karsilik gelmektedir.

Yukaridaki denklem elde edildikten sonra Ek 1-Ek 11 arasinda sunulan MATLAB
kodlartyla k = 21 girdisi kullanilarak denklemin sonucu i¢in gerekli olan A,B,Z,D, L

matrisleri ve my, (P, 21) vektorii hesaplanarak asagidaki sonuca ulasilir.

My, (G,21) = [132,9662,227594,2601131,17152998,72097837,206026293
,418537074,624169412,699551840,599344823,397202204,205121448,

82799431,26093309, 6380478,1195807,168219,17161,1197,51,1, ---,48,1]".

Sonug olarak,

m(G,21) = 132, m(G, 20) = 9662, m(G, 19) = 227594, m(G, 18) = 2601131, ---,

m(G,3) = 17161, m(G,2) = 1197, m(G, 1) = 51,m(G,0) = 1,

degerleri elde edilir. Ayrica Vk > 22, m(G,k) =0 oldugu aciktir. Dolayisiyla

My, (G, 21) vektdriiniin ilk 22 satirmin toplami Z(G) degerine esittir.

4.2. i¢ Noktasiz-Yogunlastirilmis Benzenoid Sistemlerin k-Bagimsizik Sayisinin

Hesaplanmasi
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Bir onceki boliimiin devami olarak bu boliimde Vk > 0 i¢in herhangi bir i¢ noktasiz-
yogunlastirilmis benzenoid sistemin k-bagimsizlik sayisinin hesabi matris ¢arpimlarina
dayanan indirgeme formiilleri yardimiyla sunulacaktir. Sonug olarak verilen herhangi bir
i¢ noktasiz-yogunlastirilmig benzenoid sistemin Vk > 0 i¢in k-bagimsizlik sayis1 5(k +
1) X 5(k + 1) boyutlu, dogal say1 igerikli kare matrislerin 5(k + 1) X 1 boyutlu, dogal

say1 icerikli bir vektor ile carpimi yoluyla hesaplanabilir olacaktir.

Baslangi¢ olarak bu boliimde sunulacak teoremlerin ve ispatlarin temelini olusturacak

olan 5(k + 1) x 1 tipindeki vektor tanimlanacaktir.

4.2.1. Tamm. G = (V, E) bir graf olsun. G grafinin e = qr € E kenar iizerindeki k > 0

icin k-bagimsizlik vektorii

n(G, k)
n(G,k—1)

n(G,0)

n(G — Ng[q], k)
n(G — N¢g[ql, k — 1)
n(G — Ng[q],0)
n(G — Ng[r] k)
n(G — Ng[r],k—1)

ngr (G, k) = :
n(G — Ng[r],0)
n(G—q,k—1)
n(G - q,0)
n(G —r,k)
n(G—-rk—1)
n(G - r,0)

formundadir (Oz ve Cangul 2022b).
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4.2.2. Lemma. G = (V,E) bir graf ve e = gqr € E G grafinin bir kenar1 olsun.
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formunda k = 0 i¢in 5(k + 1) X 5(k + 1) boyutlu dogal sayi igerikli bir matris olacak

sekilde

ngr (G, k) = D' 1yq (G, K)

esitligi saglanir (Oz ve Cangul 2022b).

Ispat. ng,-(G, k) vektorii tanimindan ispat asikardir.
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4.2.3. Teorem. G = (V,E) bir S grafi ve bir hekzagonun ortak bir e = wv € E
kenarinda kaynasmasi ile olusan bir graf olsun (Sekil 4.1 (i) sikkinda goriilebilir). O halde
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nQr(G' k) = A Ny (S, k)
Bu hesap vu,wp kenarlarinin karsilik gelen alt graflardan uygun kombinasyonlarda
61

N¢[q], k), n(G — Ng[r], k),n(G — q,k),n(G — r, k) degerlerini hesaplamak gereklidir.

formunda k = 0 i¢in 5(k + 1) X 5(k + 1) boyutlu dogal sayi igerikli bir matris olacak
Ispat. ngr(G, k) vektoriine ulasabilmek icin ilk olarak sirastyla n(G,k),n(G —

sekilde
silinerek ve Lemma 3.1.6 kullanilarak su sekilde yapilir:

esitligi saglanir (Oz ve Cangul 2022b).



n(G, k) =n(G —wp, k) —n(G — Ng[w] — Ng[p], k — 2)
=n(G —wp —vu, k) —n(G —wp — Ng[v] — Ng[u], k — 2)
—n(G — Nglw] — Nglp, k — 2)
= n(S, k) + 4n(S, k — 1) + 3n(S, k — 2) — n(S — Ng[v], k — 2)
—2n(S — Ng[v],k —3) —n(S — Ng[w], k — 2) — 2n(S — Ng[w], k — 3)
=(1,4,3,0,-+,0,0,0,-1,-2,0,---,0,0,0,—1,-2,0,---,0,0,---,0,0,:--,0) - n,,,,(S, k),

n(G — Nglql, k) = n(G — Nglq] — vu, k) —n(G — Nglq] — Ng[v] — Ng[u], k — 2)
=n(S k) +n(S,k—1) —n(S—Ng[v],k—2)
=(,10,.-,0,0,--,0,0,0,—1,0,--+,0,0,::+,0,0,:-+,0) - n,,,,,(S, k),

n(G — Ng[rl, k) = n(G — Ng[r] —wp, k) —n(G — Ng[r] — Ng[w] — Ng[p], k — 2)
=n(S k) +n(S, k—1) —n(S — Ng[w],k—2)
=(,0,.-,0,0,0,-1,0,--,0,0,---,0,0,::-,0,0,:--,0) - n,,,,, (S, k),

n(G —q,k) =n(G —q—wp, k) —n(G — q — Ng[w] = N¢[p]. k — 2)

=n(G—q—wp—vu,k) —n(G—q—wp— Ng[v] — N;[u], k —2)

—n(G — q — Ng[w] = N¢[pl. k — 2)

=n(S, k) +3n(S,k—1) +2n(S,k — 2) —n(S — Ng[v], k — 2)

—n(S — Ng[v], k —3) —n(S — Ng[w], k —2) — 2n(S — Ng[w], k — 3)

=(1,3,2,0,-,0,0,0,—1,—2,0,-,0,0,0,—1,—1,0,-,0,0,,0,0, -+, 0) - 0, (S, k),
n(G —r,k) =n(G —r —wp,k) —n(G —r — Ng[w] — Ng[pl. k — 2)

=n(G—r—wp—vu,k) —n(G—r—wp— Ng[v] — Ng[u], k — 2)

—n(G —r — Ng[w] — Ng[p]. k — 2)

=n(S k) +3n(S,k—1) +2n(S,k —2) —n(S — Ng[v], k — 2)

—2n(S — Ng[v],k —3) — n(S — Ng[w], k — 2) — n(S — Ng[w], k — 3)

= (1; 3; 2’ 0; Yy O’ 0; O’ _1’ _1; O’ “';0; 0: 0; _11 _21 0; '“;Ol 0; '“;Oi Ol Y 0) ' nwv(sv k)'
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k-bagimsizlik vektorii tanimindan hareketle;

(1,4,3,0,-+,0,0,0,—1,-2,0,-+,0,0,0,—1,-2,0,-+,0,0,+,0,0, -+, 0)
(1,1,0,-+,0,0,+,0,0,0,—1,0,,0,0,++,0,0,,0)
(1,1,0,-+,0,0,0,—1,0,-+,0,0,,0,0,++,0,0,-,0)
(1,3,2,0,-,0,0,0,—1,-2,0,-+,0,0,0,—1,—1,0,-+,0,0,+,0,0, -, 0)

(1J 3; 2' 0; '";0; Ol O)_ll_ll 01'";01 Ol Ol_ll _2I 01"'i01 Ol “'IOI 0; IO)

vektorleri ng,(G, k) = A" n,,, (S, k) esitligini saglayacak sekildeki A’ matrisinin
sirastyla 1., (k + 2)., (2k + 3)., 3k + 4)., (4k + 5). satirlarin1 olusturur. A" matrisinin
kalan satirlarini bulmak i¢in n(G,k — 1),---,n(G,0),n(G — Ng[ql, k — 1), ,n(G —
—Nglql,0),n(G — Ng[r], k = 1),--,n(G — Ng[r], 0),n(G — g,k — 1),--,n(G — q,0)
ve n(G —r,k —1),--,n(G —r,0) degerlerinin de ayr1 olarak hesaplanmasi gerekir.
Teorem 4.1.3’{in ispatinda belirtidigi gibi bu degerlerin hesaplanmasina gerek yoktur.
Dolayisiyla yukarida elde edilen n(G, k), n(G — Ng[ql, k), n(G — Ng[r], k), n(G —
q,k), n(G —r,k) degerlerinin denklemlerinden ¢ikarim yapilarak denklemlerdeki
ifadelerde sadece k degerlerinin azalacagi gozlemlenebilir. Buradan hareketle A’
matrisinin satirlar1 her grupta k + 1 tane satir olacak sekilde siitunlar1 da her bolimde
k + 1 tane siitun olacak sekilde 5 boliime ayrilirsa olusan 25 tane alt matris formundaki
her satirin igerikleri bir sonraki satirda merdiven (satirca eselon) formunda bir saga
atlayarak ayni sekilde yer alir. Boylece A’ matrisi yukarida verildigi formda 5(k + 1) X
5(k + 1) boyutlu dogal say1 igerikli bir matris olmak iizere ng, (G, k) = A" - ny,,(S, k)

esitligine ulagilir.

Teorem 4.2.3’tin dogal sonucu ise S = P, oldugunda ng, (G, k) = A"~ n,,, (P, , k) =

[o,---,0,2,1,0,---,0,1,0,--+,0,1,0,---,0,1,1,0,---, 0,1, 1]7 olarak aciktir.
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ngr(G, k) = B' 1py, (S, k)
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lanir (Oz ve Cangul 2022D).

-

4.2.4. Teorem. G = (V,E) bir S grafi ve bir hekzagonun ortak bir e = wv € E

kenarinda kaynasmasi ile olusan bir graf olsun (Sekil 4.1 (ii) sikkinda goriilebilir). O

halde
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formunda k = 0 i¢in 5(k + 1) X 5(k + 1) boyutlu dogal sayi igerikli bir matris olacak

sekilde

131 sag

esitli

. Ik olarak ngr(G, k) vektori tammindan hareketle sirasiyla n(G, k), n(G —

Ispat

N¢[q), k),n(G — Ng[r], k),n(G — q,k),n(G — r, k) degerlerinin hesabinin yapilmasi



gereklidir. Bu hesap pq ve wv kenarlarimin ihtiya¢ duyulan kombinasyonlarda karsilik

gelen alt graflardan silinerek ve Lemma 3.1.6 kullanilarak asagidaki sekilde yapilabilir:

n(G, k) = n(G —pq, k) —n(G — Ng[p] — Ng[q], k — 2)
=n(G — pq —wv, k) —n(G —pq — Ng[w] = Ng[v], k —2)
—n(G — Ng[p] — Nglql, k — 2)
=n(S, k) +4n(S,k — 1) + 3n(S,k — 2) — n(S — Ng[w], k — 2)
—2n(S — Ng[w], k —3) — n(S — Ng[pl,k — 2) — 2n(S — Ng[pl, k — 3)
=(1,4,3,0,--,0,0,0,-1,-2,0,---,0,0,0,—1,-2,0,--+,0,0,--,0,0,-+,0) * 1, (S, k),

n(G — Nglql, k) = n(G — Nglq]l —wv, k) —n(G — Nglq] — Ng[w] — Ng[v], k — 2)
=n(S—pk)+2nS—p,k—1) —n(S — Ng[wl, k — 2)
=(o,--,0,0,---,0,0,0,—-1,0,--+,0,1,2,0,--+,0,0, -+, 0) - n,, (S, k),

n(G — Ng[r]l, k) = n(G — Ng[r] —wv, k) —n(G — Ng[r] — Ng[w] — Ng[v], k — 2)
=n(S k) +n(S,k—1) —n(S— Ng[w],k—2)
=(10,--,0,0,-,0,0,0,-1,0,---,0,0,---,0,0,--,0) - ny,,, (S, k),

n(G—q,k) =n(G—q—wv,k) —n(G—q— Ng[w] — Ng[v], k — 2)

=n(S,k)+3n(S,k—1)+n(S, k—2) —n(S — Ng[w],k —2)
—n(S — Ng[w], k —3)
=(,3,10,-,0,0,--+,0,0,0,-1,-1,0,---,0,0,---,0,0,+--,0) - np,,, (S, k),
n(G —rk) =n(G —r—pq,k) =n(G —r - Ng[p] = Ng[q]. k — 2)
=n(G —r—pq—wv,k) —n(G —r —pq = Ng[w] = N¢[v], k - 2)
—n(G —r = Ng[p] = Nglql. k —2)
=n(S, k) +3n(S,k—1) +2n(S, k —2) —n(S — Ng[w], k — 2)
—n(S — Ng[w], k — 3) —n(S — N¢[p], k — 2) — 2n(S — N¢[p], k — 3)

= (1) 3; 21 0;"'101 0; 01_11 _21 0;'”;01 OJ OI_1J_1J 01'”; OJ 01'”; 0; OI.”I 0) ' an(Sl k)
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k-bagimsizlik vektorii tanimindan hareketle;

(143,0,--,000-1,-2,0,---,0,0,0,-1,-2,0,--,0,0,---,0,0, -, 0)
(0,---,0,0,---,0,0,0,—1,0,---,0,1,2,0,--,0,0,---,0)
(3,1,0,--,0,0,---,0,0,0,—1,0,---,0,0,--,0,0,---,0)
(31,0,--,0,0,--,0,0,0,-1,-1,0,---,0,0,-+-,0,0,---,0)

(1’ 3’ 2! 0’...J0) 0) Ol_]‘) _ZF O)...FO) 0) Ol_]‘l_l’ OI'..FOI OI ..'IOI O’...' 0)

vektorleri ng,.(G, k) = B'-ny,, (S, k) esitligini saglayacak sekildeki B’ matrisinin
sirastyla 1., (k + 2)., (2k + 3)., (3k + 4)., (4k + 5). satirlarini olusturur. B’ matrisinin
tim satirlarim elde etmek icin n(G,k — 1),---,n(G,0),n(G — Ng[q], k — 1),---,n(G —
N¢lql, 0),n(G — Ng[r], k — 1),-+-,n(G — Ng[r],0),n(G — g,k — 1),---,n(G — q,0)

ve n(G —r,k—1),--,n(G —r,0) degerlerinin de ayr1 ayri hesaplanmas1 gerekir.
Teorem 4.2.3 ispatinda da belirtidigi gibi bu degerlerin hesaplanmasina gerek yoktur.
Dolayisiyla yukarida elde edilen n(G, k), n(G — N¢g[ql, k), n(G — Ng[r], k), n(G —
q,k), n(G —r, k) degerlerinin denklemlerinden yola ¢ikarak denklemlerdeki ifadelerde
sadece k degerlerinin azalacagi gozlemlenebilir. Buradan hareketle B’ matrisinin
satirlart her grupta k + 1 tane satir olacak sekilde siitunlart da her bolimde k + 1 tane
stitun olacak sekilde 5 boliime ayrilirsa olusan 25 tane alt matris formundaki her satirin
igerikleri bir sonraki satirda merdiven (satirca eselon) formunda bir saga atlayarak ayni
sekilde yer alir. BOylece B’ matrisi yukarida verildigi formda 5(k + 1) X 5(k + 1)
boyutlu dogal say: igerikli bir matris olmak tizere ng,.(G, k) = B' - ny, (S, k) esitligine

ulasilir.

4.2.5. Teorem. G = (V,E) bir S grafi ve bir hekzagonun ortak bir e =wv € E
kenarinda kaynagmasi ile olusan bir graf olsun (Sekil 4.1 (i) sikkinda goriilebilir). O halde
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formunda k > 0 i¢in 5(k + 1) X 5(k + 1) boyutlu dogal say1 icerikli bir matris olacak

sekilde

nru(G: k) =C'- nwv(s' k)

esitligi saglanir (Oz ve Cangul 2022b).

Ispat. Baslangi¢ olarak Teorem 4.2.3’{in ispatindan;

f 0) ' ley(s, k)1

’0, 0’

’0, 0’

IOI OJ OI_1J _2J Ol...JOJ OI OJ_1J _ZI OI“.

n(G, k) =(1,4,3,0,-

f 0) ' nwv(sﬂ k)1

) 0, 0’..., 0, 0’

,0, 0’

JOJ OI OJ_1J Ol.“

n(G — Ng[r]) = (1,1,0,--

’ O) : nwv(sr k)x

’0’ 0’

) 0’ 0! e

IOI 0' Ol_ll_ll OI"'I 0' 0’ 0,_1’_2’ 0'...

n(G-r)=(1,3,2,0,-
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oldugu bilinmektedir.

O halde n,,(G,k) vektoriinii hesaplamak i¢in n(G — N;[u], k) ve n(G —u, k)
degerlerini hesaplamak yeterli olacaktir. Bu hesap wp kenar1 silinerek ve Lemma 3.1.6

kullanilarak su sekilde hesaplanir:

n(G — Ng[u], k) = n(G — Ng[u] —wp, k) —n(G — Ng[u] — Neglw] — Ng[p]. k — 2)
=n(S —v,k) +2n(S — v,k — 1) = n(S — Ns[wl, k — 2)
=(o,--,0,0,0,-1,0,---,0,0,---,0,0,---,0,1,2,0,:--,0) - n,,,,,(S, k),

n(G —u, k) = n(G —u —wp, k) —n(G —u — Ng[w] — Ng[p]. k — 2)

= n(S,k) +3n(S, k — 1) + n(S, k — 2) — n(S — Ng[wl, k — 2)
—n(S — Nglwl], k = 3)

= (1’ 3’ 1, 0’...’0, 0’ 0,_1’_1’ 0’...’0’ 0’...’0’ 0’...’0’ 0”0) . nwv(s’ k):

k-bagimsizlik vektorii tanimindan hareketle;

(1,4,3,0,-+,0,0,0,—1,-2,0,-,0,0,0,—1,-2,0,+,0,0,-+,0,0,+,0)
(1’ 1’ 0’ ...’0' 0’ 0’_1, 0’...,0’ 0’ ...’0’ O,...,O, O',O)
(0,+,0,0,0,—1,0,-+,0,0,++,0,0,++,0,1,2,0,+,0)
(1,3,2,0,-+,0,0,0,—1,—1,0,-,0,0,0,=1,-2,0,++,0,0,-,0,0,+, 0)

(1’ 3’ 1’ O’...IOI OI Ol_]‘l_l’ OI...FOI OI...IOI OF..'IOF OF...FO)

vektorleri n,, (G, k) = C' - n,,,(S, k) esitligini saglayacak sekildeki C' matrisinin
sirastyla 1., (k + 2)., (2k + 3)., 3k + 4)., (4k + 5). satirlarimi olusturur. €' matrisinin
tim satirlarim1 elde etmek i¢in n(G,k — 1),---,n(G,0),n(G — Ng[r], k — 1),---,n(G —
N¢[r],0),n(G — N;[u],k — 1),---,n(G — Ng[u],0),n(G —r,k — 1),--,n(G —r,0)

ve n(G —u,k —1),---,n(G —u,0) degerlerinin de ayri ayri hesaplanmasi gerekir.
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Teorem 4.2.3 ispatinda da belirtidigi gibi bu degerlerin hesaplanmasina gerek yoktur.
Dolayisityla yukarida elde edilen n(G, k), n(G — Ng[r], k), n(G — Ng[ul, k), n(G —
r, k), n(G — u, k) degerlerinin denklemlerinden yola ¢ikarak denklemlerdeki ifadelerde
sadece k degerlerinin azalacagi gozlemlenebilir. Buradan hareketle €’ matrisinin satirlar
her grupta k + 1 tane satir olacak sekilde siitunlart da her boliimde k + 1 tane siitun
olacak sekilde 5 boliime ayrilirsa olusan 25 tane alt matris formundaki her satirin
igerikleri bir sonraki satirda merdiven (satirca eselon) formunda bir saga atlayarak ayni
sekilde yer alir. Boylece C' matrisi yukarida verildigi formda 5(k + 1) x 5(k + 1)
boyutlu dogal say1 igerikli bir matris olmak tizere n,,, (G, k) = C' - n,,,(S, k) esitligine

ulaglir.

Buraya kadar verilen teoremler ve lemma ile bir kenarinda bir S grafina komsu olan bir
hekzagonun bir kenar1 {izerinde tanimlanan k-bagimsizlik vektorii sayesinde indirgeme
bagintilar1 elde edilmistir. Bu bolimiin devaminda ise iki kenarina da farkli iki graf
komsu olan bir hekzagonun diger bostaki kenari iizerinde tanimlanan k-bagimsizlik
vektori sayesinde indirgeme bagintilar1 elde edilecektir. Bunun i¢in 5 adet matris formu
gereklidir. Bu matris formlar1 j = 1, 2, 3,4, 5 olmak tizere E]’ ile gosterilerek asagidaki

sekilde tanimlanacaktir:
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n(G, k)
n(G — Ng[u], k)
n(G — Ng[v], k)

n(G —u,k)
n(G —v,k)

r
|

|

denklemi saglanir.
. n(G,k),n(G — Ng[u], k),n(G — Ng[v], k),n(G —u, k),n(G —v,k) de

goriilebilir). O halde k > 0 ve j = 1,2, 3,4, 5 igin E; matrisleri yukarida verilen formda
pq,wv ve ru kenarlarmin karsilik gelen alt graflar i¢in uygun kombinasyonlarda

4.2.6. Teorem. G = (V,E) grafi M ve S graflar ile bir hekzagonun sirasiyla ortak e;
rq,e; = wp € E kenarlarinda kaynasmasi ile olusan bir graf olsun (Sekil 4.2°de

silinerek, Lemma 3.1.6’nin kullanilmasiyla asagidaki sekilde hesaplanir:

matrisler olmak tizere

Ispat



n(G, k) = n(G — wv, k) — n(G — N;[w] — Ng[v], k — 2)
=n(G —wv —pq,k) —n(G —wv — Ng[p] — Nglql. k — 2)
—n(G — Ng[w] — Ng[v], k - 2)
=n(G —wv —pq — ru, k) — n(G — wv — pq — Ng[r] — Ng[u], k — 2)
—n(G —wv — Ng[p] — Nglql, k — 2) —n(G — Ng[w] — Ng[v], k — 2)
=n(P,UMUS, k) —n((M—Ng[rDU S, k—2)
—n(P, U (M — NglgD) U (S — Ng[pD, k —2) —n(M U (S — Ng[wD), k — 2)
= [n(M, k) + 2n(M,k — 1) — n(M — Ng[r], k — 2)]n(S, 0)
+[n(M,k—1) +2n(M, k —2) —n(M — Ng[r], k — 3)]n(S,1) + -
+[n(M,2) + 2n(M,1) — n(M — Ng[r],0)]n(S, k — 2)
+[n(M, 1) + 2n(M, 0)]n(S, k — 1) + n(M, 0)n(S, k)
—n(M, k — 2)n(S — Ng[w], 0) — n(M, k — 3)n(S — Ny[w],1) — -
—n(M, 1)n(S — Ng[w], k — 3) —n(M,0)n(S — Ng[w], k — 2)
—[n(M—Nglql, k — 2) + 2n(M — Ng[q], k — 3)In(S — Ng[p], 0)
—[n(M—Nglql, k — 3) + 2n(M — Nglq], k — DIn(S — Ng[p], 1) — -
—[n(M—Nglql, 1) + 2n(M — N¢lq], 0)]n(S — Ng[pl. k — 3)

—n(M—Ng[q],0)n(S — Nglpl, k — 2).

Bu sonuca gore E; yukarida verildigi formda olmak {izere

n(G, k) = [E} - nyq(M, k)] * Ty (S, k)

esitligi elde edilir.
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n(G—Ng[ul. k) = n(G—Ng[ul - pg, k) — n(G — Ng[ul — Ne[p] - Nglql. k — 2)
= n((M ~ 1) US, k) —n((M — Ng[q]) U (S — Ng[p]), k — 2)
=n(M —r,k)n(S,0) + n(M —r, k — D)n(S, 1) + -
+n(M —r,0)n(S, k)
~n(M — Ng[q], k — 2)n(S — Ng[p], 0)
~n(M — Ng[ql. k = 3)n(S — Ng[p], 1) — -~

—n(M — Nglql, 0)n(S — Nglpl, k — 2).

Bu sonuca gore E, yukarida verildigi formda olmak tizere

n(G—=Ng[ul,k) = [E}  npqg(M,K)]" * 1y (S, )

esitligi elde edilir.

n(G—Ng[v], k) = n(G—Ng[v] — pq, k) — n(G — Ng[v] — Ng[p] — N¢lql. k —2)
=n(M U (S —w),k) —=n((M — Ng[qD) U (S — Ng[p]), k — 2)
=n(M, k)n(S —w,0) + n(M,k — Dn(S —w, 1) + -
+n(M, 0)n(S — w, k) — n(M — N;[q], k — 2)n(S — Ng[p], 0)
—n(M — Nglql, k — 3)n(S — Ng[pl, 1) — -

Bu sonuca gore E5 yukarida verildigi formda olmak tizere

n(G—Ng[v], k) = [E} - g (M, k)] - Ty (S, k)
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esitligi elde edilir.

n(G —u,k) =n(G—u—pq,k) —n(G—u— Ng[p] — N¢glql, k — 2)
=n(G —u—pq—wv, k) —n(G —u—pq— Nglw] — Ng[v], k —2)
—n(G —u— Ng[p] = Nglql, k — 2)
=n(PLUMUS, k) —n(MU (S —Ng[w]),k —2)
—n(Py U (M = Nglql) U (S — Ne[pD), k - 2)
= [n(M, k) + n(M,k — 1)In(S,0) + [n(M,k — 1) + n(M, k — 2)] - n(S, 1)
+ -+ [n(M, 1) + n(M, 0)]n(S, k — 1) + n(M, 0)n(S, k)
—n(M,k — 2)n(S — Ng[w],0) —n(M,k — 3)n(S — Ng[w], 1) — -
—n(M,0)n(S — N;[wl], k — 2)
—[n(M — Nglql, k = 2) + n(M = Ng[ql, k — 3)]n(S — Ns[p], 0)
—[n(M — Nglql, k = 3) + n(M — Nglql, k = D)In(S — Ng[p], 1) — -
—[n(M — Nglql, 1) + n(M — Ng[q], 0)]n(S — Ng[p], k — 3)

—n(M — Nglq], 0)n(S — Ng[pl, k — 2).
Bu sonuca gore E, yukarida verildigi formda olmak {izere
n(G — k) = [E} npg(M, )]+ 1y (S, 1)
esitligi elde edilir.
n(G —v, k) =n(G —v—pqk) —n(G—v— Ng[p] — Nglq], k — 2)

=n(G—v—pq—ruk) —n(G—v—pq— Ng[r] — Ng[u], k — 2)
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—n(G — v = Ng[p] = Nglql. k - 2)

=n(PLUMUS, k) —n((M—Ng[r])U S,k —2)

—n(P; U (M = Nglq]) U (S = Ng[pD. k - 2)

= [n(M, k) + n(M,k — 1) —n(M — Ng[r], k — 2)]n(S,0)
+[n(M,k—1) +n(M,k —2) —n(M — Ng[r], k — 3)]n(S, 1)

+- 4+ [n(M,2) + n(M,1) — n(M — Ng[r],0)]n(S, k — 2)

+[n(M,1) + n(M,0)]n(S, k — 1) + n(M, 0)n(S, k)

—[n(M — Nglql, k — 2) + n(M — Nglql, k — 3)In(S — Ns[p], 0)
—[n(M — Nglql, k = 3) + n(M — Nglq], k = D)In(S — Ng[p], 1) — -
—[n(M = Nglql, 1) + n(M — N¢[q], 0)]n(S — N¢[pl. k — 3)

—n(M — Nglq], 0)n(S — Ng[pl, k — 2).
Bu sonuca gore E¢ yukarida verildigi formda olmak {izere
n(G —v,k) = [EL - nyq(M,K)]" - 1 (S, K)
esitligi elde edilir.

Sonug olarak bulunan bes deger toplu halde yazilirsa k > 0 ve j =1,2,3,4,5 i¢in Ej'

matrisleri yukarida verilen formda matrisler olmak tizere

n(G, k)
[n(G — Ng[u], k)] r
r(c — Ng[v], k)J = (&} - nyq(m, k))j] Ty (S, )
n(G —u, k)
n(G—v,k)
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denklemi elde edilir.

Onerilen metodun buraya kadar olan kisminda goriildiigii gibi i¢ noktasiz-
yogunlastirilmis benzenoid sistemlerin k-bagimsizlik sayilarinin hesaplanabilmesi i¢in
k-bagimsizlik vektorii kritik konumdadir. Ancak, su ana kadar sunulan teoremler ve
lemma ile ancak benzenoid zincirlerin k -bagimsizlik sayilar1 hesaplanabilmektedir.
Dolayisiyla verilen i¢ noktasiz-benzenoid sistemde ti¢ tane hekzagona komsu olan en az
bir tane hekzagon var oldugu durumda metodun buraya kadar sunulan kismi indirgeme
icin yetersiz kalmaktadir. Ciinkii bu durumda onerilen metodun uygulanabilmesi igin
sistemdeki {i¢ tane hekzagona komsu olan her hekzagonun diger li¢ hekzagon ile ortak
kullandig1 kenarlardan biri {izerindeki k-bagimsizlik vektoriine ihtiya¢ duyulmaktadir.
Yani sistemde ii¢ tane hekzagona komsu olan bir hekzagon var olsun ve bu hekzagonun
diger li¢ hekzagondan birine komsu olan kenar1 e = uv ise n,, (G, k) vektorii dnerilen
metodun uygulanabilmesi icin gerekli olacaktir. Dolayisiyla Sekil 4.2°de verilen graf
yapist i¢in uv kenarindaki k-bagimsizlik vektorii n,,, (G, k) bulunabilirse indirgeme igin
gerekli olan tiim vektorler elde edilmis olacaktir. Bu dogrultuda 5(k + 1) x 1 boyutlu
Ny (G, k) vektoriniin 1., (k + 2)., 2k + 3)., 3k + 4). ve (4k + 5). satirlarim tegkil

eden

s rl(g;ﬁ],k)]

n(G - NG[U]' k)
n(G —u, k)
n(G — v, k)

vektoriiniin igerikleri onerilen metot agisindan 6nemli bir yere sahiptir.

Bu vektor sayesinde n,,,, (G, k) vektoriine su sekilde ulasilabilir:
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T
j =1,2,3,4,5 degerleri igin | (E}' - n,q (M, k))j] vektsriiniin 1 X 5(k + 1) boyutlu bir
vektor oldugu acgik sekilde gozlemlenebilir. Bu noktadan hareket ederek [E{

Mg (M, 1] B3 g ML) [ g M, )], [Es - g (M, K] Ve [EL - g (M K]
vektorlerinin sirasiyla 1., (k + 2)., (2k + 3)., 3k + 4). ve (4k + 5). satirlari1 teskil
ettigi 5(k + 1) x 5(k + 1) boyutlu yeni bir matris tanimlansin ve Teoremler 4.2.3, 4.2.4,
4.2.5’in ispatlarinda belirtildigi formda bu matrisin satirlar1 ve siitunlar1 5’er gruba
ayrilarak diger kalan satirlar her grup icin merdiven (satirca eselon) formunda

tamamlansin. Yeni tanimlanan bu matris X’ matrisi olarak gosterilsin.

4.2.7. Sonug. G = (V,E) grafi M ve S graflar ile bir hekzagonun sirasiyla ortak e; =
rq,e, = wp € E kenarlarinda kaynasmasi ile olusan bir graf olsun (Sekil 4.2°de
goriilebilir). O halde k > 0vej =1,2,3,4,5 icin Ej' matrisleri yukarida verilen formda

matrisler olmak tizere
My (G, k) = X' an(S' k)
denklemi saglanir.

Bu boliimde sunulan bulgularda kullanilan A', B’,C', D', E{, E;, E3, E,, E< matrislerinin
ve bir e = qr kenar igin ng, (P,, k) vektoriiniin k = 0,1, 2 igin olusturulmas: basittir
ancak k degeri arttikga Vk > 3 degeri i¢in olusturulmasi elle pek miimkiin degildir. Bu
sebeple istenilen k > 3 degerine bagl olarak Ekler kisminda k-esleme sayisinin hesabi
icin gerekli olan matrisler ve vektorii elde etme amaciyla MATLAB programi ile sunulan
kodlara benzer olarak k-bagimsizlik sayisinin hesabi i¢in gerekli olan matrisleri ve
vektorii de elde etmede kullanilacak olan kodlar Ekler kisminda Ek 12-Ek 23 kodlartyla
sunulmustur (Oz ve Cangul 2022b). Bu kodlar bir sonraki drnekte baz alinan i¢ noktasiz-
yogunlastirilmis benzenoid sisteme 6zgii olarak sunulmustur. Ancak, Ek 22 ve Ek 23°de

sunulan kodlarn 3.,4.,5., 6., 7. adimlar1 verilen i¢ noktasiz-yogunlastirilmis benzenoid
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sisteme gore basit sekilde diizenlenerek ve diger tiim kodlar ayni sekilde calistirilarak
elde edilen matrislerin ve vektoriin uygun bir ¢arpimi yoluyla karsilik gelen sistemin k-

bagimsizlik sayisi hesaplanabilmektedir.

4.2.8. Ornek. G grafi Sekil 4.3’te verilen i¢ noktasiz-yogunlastiriimis benzenoid sistem
olsun. Bu graf yapisi i¢in n(G, 21) degeri S’, S, S ve S karsilik gelen alt graflar
olmak iizere ny,, (G, 21) yardimiyla asagidaki sekilde hesaplanabilir:

Ny (G,21) = A'+ B' " 1, (57, 21)
=A"-B' 7' n,,(S",21)
=A'-B 7' D' n,,(S",21)
=A'-B'-Z'-D'-A -ngy(S™,21)
=A"-B'-Z-D-A L ng,(S", 21)

=AB-Z-D-A-L-A (P, 21).

Z' matrisinin 1., (k + 2).,(2k + 3)., 3k + 4)., (4k + 5). satirlar1, M alt grafi rq

kenarinda sisteme komsu olarak L lineer benzenoid zinciri olan alt graf olmak {izere,
! T A T 1A T ! T !

swrastyla [E{ - npq(M, k)|, [E} - nrg(M, K], [ES - g (ML K] [EL - g (ML K] [ES -

Nrq(M, k)]T olan Sonug¢ 4.2.7°deki X' matrisi olarak ifade edilen matrise karsilik

geldigini belirtmekte fayda vardir. Benzer sekilde, L' matrisi 1., (k + 2)., (2k +
3)., 3k + 4)., (4k + 5). satirlar1, M alt grafi ef kenarinda sisteme komsu olarak tek bir

hekzagon olan alt graf olmak tizere, sirasiyla [E{ ‘Ner(M, k)]T, [Eé ‘Ner(M, k)]T, [Eé .

ner(M, k)]T, [Eq - nep(M, k)]T, [ES - nep(M, k)]T olan Sonug 4.2.7°de X' matrisi olarak

sembolize edilen matrise karsilik gelmektedir.

Bu denklem elde edildikten sonra Ekler kisminda sunulan Ek 12-Ek 23 arasinda sunulan
MATLAB kodlar1 k = 21 girdisi ile galistirilarak buradaki gerekli olan A',B’,Z', D', L’
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matrisleri ve ny,(P,,21) vektorii elde edilerek ve carpimlart hesaplanarak asagidaki

sonuca ulagilir.

Ny (G,21) = [2,125,3150,42820,354902,1925778,7176535,19020436,

36830301,53211969,58302248,49025608,31889775, 16108050, 6315407,

1911534,441504,76249,9518,810,42,1,---,41,1]".

Sonug olarak,

n(G,21) = 2,n(G,20) = 125,n(G,19) = 3150,n(G, 18) = 42820,---,n(G,3) =
9518,n(G,2) = 810,n(G,1) = 42,n(G,0) =1

elde edilir. Ek olarak, Vk > 22 degeri i¢in n(G, k) = 0 oldugu sunulan kodlarin k = 22
degeri icin galistirilmasiyla goriilebilir ve bunun sonucu olarak n,,, (G, 21) vektoriiniin

ilk 22 satirinin toplaminin i(G) degerine esit oldugu sonucu ortaya ¢ikmis olur.

4.3.1¢ Noktasiz-Yogunlastirilmis Benzenoid Sistemlerin  Merrifield-Simmons
Indeks Hesabi

Bir onceki boliimde i¢ noktasiz-yogunlastirilmig benzenoid sistemlerin Vk > 0 degeri
icin k-bagimsizlik sayilarinin hesabina yonelik bir metot dnerilmisti. Bu bolimde ise bir
onceki boliimiin devamui niteliginde i¢ noktasiz-yogunlastirilmis benzenoid sistemler igin
Merrifield-Simmons indeksinin hesabina yonelik bir metot dnerilecektir. Bunun igin ilk
olarak basit Merrifield-Simmons vektorii olarak adlandirilacak olan vektor asagidaki

sekilde tanimlacaktir.
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4.3.1. Tamm. G = (V,E) bir graf olsun. G grafinin e = qr € E kenar1 tizerindeki basit

Merrifield-Simmons vektorii

[i(G i(zi [q])]

iqr(G) = [i(G — Ng[r])
i(G—q)
i(G—1) J

formundadir.

4.3.2. Lemma. G = (V,E) bir graf ve e = qr € E G grafinin bir kenar1 olsun. O zaman

00 0 0
0 0 1 0 of
pD™=lo0 1 0 0 o
[00001J
00010

olmak tzere

iqr(G) = D™ - irq (G)

esitligi saglanir.

Ispat. ir(G) tanimindan asikadir.

4.3.3. Teorem. G = (V,E) bir S grafi ve bir hekzagonun ortak bir e =wv € E
kenarinda kaynagmasi ile olusan bir graf olsun (Sekil 4.1 (i) sikkinda goriilebilir). O halde
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[8 -3 -3 0 0]
|2 0O -1 0 OI
A =2 -1 0 0 O
|l6 -3 -2 0 0J|
6 -2 -3 0 0

olmak lzere

iqr(G) =A™ - 0, (S)

denklemi saglanir.

Ispat. qr kenar1 iizerindeki basit Merrifield-Simmons vektorii tanimindan hareketle
i(G),i(G — Ng[q]),i(G — Ng[r]),i(G — q) ve i(G — r) degerlerinin hesaplanmasi ispat
icin gereklidir. Bu degerler wp ile vu kenarlarinin her alt graf i¢in uygun bir

kombinasyonda silinerek ve Lemma 3.1.2 kullanilarak asagidaki sekilde hesaplanir:

i(G) = i(G —wp) — i(G — Ng[w] — Ng[p])
= i(G —wp —vu) = i(G —wp — Ng[v] = Ng[ul) — i(G — Ng[w] — Ng[p])
=i(P,US) —i(P, U (S —Ng[v])) —i(P, U (S — Ng[w]))
= 8i(S) — 3i(S — Ng[w]) — 3i(S — Ng[v])
= (8,—3,-3,0,0) * i,,,(S),
i(G — Nglg) = i(G — Nglq] — vu) — i(G — Nglg] — Ng[v] — Ng[ul)
= i(P,US) —i(S — Ng[v])
= 2i(S) — i(S — Ng[v])
= (2,0,-1,0,0) i, (S),
i(G — Ng[r]) = i(G — Ng[r] —wp) — i(G — Ng[r] — Ng[w] — Ng[p])

82



= i(PLUS) —i(S = Nglw])
= 2i(S) = i(S — Nglw])
=(2,-1,0,0,0) - i}y, (S),
i(G —q) =i(G —q—wp) —i(G—q— Ng[w] = N¢[p])
=i(G —q—wp—wvu) —i(G—q—wp— Ng[v] = Ng[u])
—i(G — g = Ng[w] = Ng[p])
=i(PLUP,US)—i(P,U(S—Ng[v])) —i(P, U (S— Ng[w]))
= 6i(S) — 3i(S — Ng[w]) — 2i(S — Ng[v])
=(6,—3,-2,0,0) - iy, (S),
i(G—71)=i(G—r—wp) —i(G—r—Nglw] = Ng[p])
=i(G—1—wp—vu) —i(G—7—wp— Ng[v] — Ng[u])
—i(G —r = Ng[w] = N¢[p])
=i(PLUP,US) —i(P,U(S—Ng[v])) —i(PLU(S— Nglw])
= 6i(S) — 2i(S — Ng[w]) — 3i(S — Ng[v])

=(6,—2,-3,0,0) " iy, (S).

8 -3 -3 0 0
[2 0 -1 0 0]
Sonug olarak A™S =[2 -1 0 O O‘ olmak iizere i4-(G) =A™ -i,,(S)
6 -3 =2 0 0
6 -2 -3 0 0

esitliginin saglandigi goriliir.

Sekil 4.1 (i) sikkinda yer alan graf yapisi i¢in hekzagon yerine k tane hekzagona sahip bir

lineer benzenoid zincir L, disiniilir ise bu durumda G = (V, E) grafi Ly ile S grafinin

ortak bir e = wv € E kenarinda kaynasmasi ile olusan bir graf olur. O halde bu G grafi
i¢in § = P, oldugu durumda i,,(G) = (A™)* - [3,1,1,2,2]" esitligi Teorem 4.3.3’iin

bir sonucu olarak ortaya ¢ikar.
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4.3.4. Teorem. G = (V,E) bir S grafi ve bir hekzagonun ortak bir e = pw € E

kenarinda kaynasmasi ile olusan bir graf olsun (Sekil 4.1 (ii) sikkinda goriilebilir). O
halde

8 -3 -3 0 0
[00—130]
B =|2 0 -1 0 0
5 0 -2 0 0
6 -3 -2 0 0

olmak tlzere

iqr(G) = B™ - ipw(S)

denklemi saglanir.

Ispat. Istenilen sonuca ulasmak igin iqr(G) vektorii tanimindan hareketle sirasiyla
i(G),i(G — Ng[q]),i(G — Ng[r]),i(G — q) ve i(G —r) degerlerinin her birinin bir
vektor ile iy, (S) vektoriiniin ¢arpimi olarak yazilmasi gereklidir. Bu degerlerin bu
formda yazimina pq ile wv kenarlarinin her alt graftan uygun bir kombinasyonda

silinerek ve Lemma 3.1.2 kullanilarak asagidaki sekilde ulasilabilir.

i(G) = i(G —pq) — i(G — Ng[p] — Nglql)
=i(G —pq —wv) — i(G — pq — Ng[w] — Ng[v]) — i(G — Ng[p] — Nglq])
=i(P,US) —i(P, U (S — Nglw])) — i(P, U (S — Ng[pD)
= 8i(S) — 3i(S — Ng[p]) — 3i(S — Ng[w])
= (8,-3,-3,0,0) - i,,, (5),

i(G=Nglq]) = i(G—=Nglq] —wv) —i(G — Nglq] — Ng[w] = N¢[v])
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= i(P, U (S—p)) —i(S— Nglwl)
= —i(S — Ng[w]) + 3i(S — p)
= (0,0,—1,3,0) - iy (S),
i(G—Ng[r]) = i(G—Ng[r] — wv) —i(G — Ng[r] — Ng[w] — Ng[v])
=i(PLUS) —i(S— Nglw])
= 2i(8) = i(S = Ng[w])
= (2,0,—1,0,0) - iy, (S),
i(G—q)=i(G—q—wv)—i(G—q— Ng[wl - Ng[v])
=i(P3US) —i(P, U (S—Ng[w))
= 5i(8) — 2i(S — Ng[w])
= (5,0,—2,0,0) * iy, (S),
i(G—7)=i(G—r—pq)—i(G—r—Nglp] = Nglq])
=i(G —r—pq —wv) —i(G —r —pgq — Ne[w] — Ng[v])
—i(G —r — Ng[p] — N¢lq])
=i(P,UP,US)—i(P,U(S—Ng[w])—i(P, U (S— NglpD)
= 6i(S) — 3i(S — Ng[pD) — 2i(S — Ng[w])

= (6,—3,—2,0,0) " i1, ().

8 -3 -3 0 0
0O 0 -1 3 O]
Bu denklemlerden B™S = [2 0 -1 0 O‘ olmak iizere iy, (G) = B™ iy, (S)
5 0 -2 0 0
6 =3 =2 0 0

esitligine ulagilir.

4.3.5. Teorem. G = (V,E) bir S grafi ve bir hekzagonun ortak bir e =wv € E
kenarinda kaynagmasi ile olusan bir graf olsun (Sekil 4.1 (i) sikkinda goriilebilir). O halde
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8 -3 -3 0 0
2 -1 0 0 0
cm=lo -1 0 0 3
l6 -2 -3 0 o
s —2 o o ol

olmak Uzere

ry(G) = C™ iy, (S)

denklemi saglanir.

Ispat. ilk olarak Teorem 4.3.3’ten i(G) = (8,—3,—3,0,0) - i,,(S), i(G — Ng[r]) =
(2,-1,0,0,0) " i}, (S) ve i(G — 1) = (6,—2,-3,0,0) * iy, (S) oldugu bilinmektedir. O
halde i(G — N;[u]) ve i(G — w) degerlerini bir vektor ile i, (S) ¢arpimi olarak yazmak
ispat1 tamamlamak i¢in yeterli olacaktir. Bu degerlerin hesabi ise wp kenarinin silinerek

Lemma 3.1.2°nin kullanilmasiyla asagidaki sekilde yapilir:

i(G — Ng[ul) = i(G — Ng[u] —wp) —i(G — Ng[u] — Ng[w] — N¢[p])
=i(P,U(S—v))—i(S— Ng[w])
= —i(S — Ng[w]) + 3i(S — v)
= (0,—1,0,0,3)  ip(S),
(6 —w) =i(G —u—wp) —i(G—u— Ng[w] — Ng[p])
=i(P3US) —i(P, U (S—Nglw]))
= 5i(S) = 2i(S — Ng[w])

=(5,-2,0,0,0) - i,y (S).
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[8 -3 -3 0 O]

|2 -1 0 0 OI -
Sonugta C"™ =10 —1 0 0 3]olmak iizere i,,,(G) = C™ - i,,,(S) elde edilir.

l6 -2 =3 0 OJ|

5 -2 0 0 0

Boliimiin bu kismindan itibaren verilen i¢ noktasiz-yogunlastirilmis benzenoid sistemde
ti¢c adet hekzagona komsu olan hekzagonlar g6z Oniine alinacaktir. Verilen sistemde bu
tirde hekzagonlarin mevcut olmasi halinde bu hekzagonlarin sistemin Merrifield-
Simmons indeksinin hesab1 i¢in bir kenart tizerinde tanimlanan basit Merrifield-Simmons
vektorii yardimiyla indirgenmesi bir sonraki teoremde sunulacaktir. Bu teoremi
sunmadan Once teoremin ifadesinde yer alan ve teoremin ispatinda elde edilecek olan bes
adet matrisi ilk olarak vermek anlasilirlik bakimindan faydali olacaktir. Bu matrisler j =

1,2,3,4,5 olmak tizere E jms seklinde adlandirilarak asagidaki gibi ifade edilecektir:

[3 —1000] [—10000]

o 0 0 1 o] o 0 0 0 o

Em™=lo0 o o o o,LE’=lo 0 o o0 ol

lzooooJ l—1ooooJ

2 =1 .0 0 0 0 0 0 0 O
00 -3 00 00 0 0 O 000 0 O
00—100] [ooooo] [00000]
Em=lo0 0 -1 0 O,E™=|1 0 0 0 O|,E™=[o 0 0o 0 ol
00 =2 0 0 00 0 0 O 000 0 O
00 -2 0 0 00 0 0 O 00 0 0 O

Sekil 4.2°de gosterilen sekil i¢in asagidaki teoremin ifadesinde yer alan i,.,"(M) degeri

b () = (B irg 0, ],

olarak 5 x 5 boyutlu bir matris olarak tanimlanacaktir.

87



Bu ifadeden ET* - i,.q(M, k), EJ* - iq(M, k), E3™ - i,q(M, k), EF™ - i,.q(M, k) ve EI** -
irq(M, k) degerlerinin i,.,"(M) matrisinin sirasiyla 1., 2., 3., 4. ve 5. siitunlar1 oldugu

gbzlemlenebilir.

4.3.6. Teorem. G = (V,E) grafi M ve S graflar ile bir hekzagonun sirasiyla ortak e; =
rq,e;, = wp € E kenarlarinda kaynasmasi ile olusan bir graf olsun (Sekil 4.2°de
goriilebilir). O halde j =1,2,3,4,5 igin Ejms matrisleri yukarida verilen formda

matrisler olmak tizere

iuv(G) = irq*(M) ) iwp &)

denklemi saglanir.

Ispat. i,,,(G) vektorii tammu geregi i(G),i(G — Ng[u]),i(G — Ng[v]),i(G —w),i(G —
v) degerlerinin hesaplanmasi teoremin ispatini tamamlayacaktir. Bu degerler uv kenari,
M alt grafi ve S alt grafi birbirinden bagimsiz olacak sekilde pg, wv ve ru kenarlar

uygun kombinasyonlarda silinerek ve Lemma 3.1.2 kullanilarak su sekilde hesaplanir:

i(G) = i(G —wv) —i(G — Ng[w] — Ng[v])
= i(G —wv —pq) — i(G —wv—Ng[p] — N¢[q]) — i(G — Ng[w] = Ng[v])
= (G —wv —pq —ru) — i(G —wv—pq — N¢g[r] — Ng[u])
—i(G — wv—Ng[p] — Nglq]) — i(G — Ng[w] — Ng[v])
=i(P,UMUS) —i((M—Ng[rh)US)
—i(P, U (M=Nglql) U (S=Ng[pD)) — i(M U (S—Ng[w1))

= i(P)i(M)i(S) — i(M—=Ng[r])i(S)
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—i(P2)i(M=NglqD)i(S—=Ng[p]) — i(M)i(S—Ng[w])
= [3i(M) — i(M—Ng[rD]i(S) — i(M)i(S—Ng[w])
—3i(M—Ng[q])i(S—Ng[pD
= (3,-1,0,0,0) - i,q(M)i(S) + (—=1,0,0,0,0) - ir,q (M)i(S—Ng[w])
+(0,0,-3,0,0) - iy (M)i(S—Ng [p]),
i(G=Ng[ul) = i(G=Ng[ul = pq) — i(G — Ng[u] — Ng[p] — NglqD)
= i((M=1)US) —i((M—Nglq]) U (S = Ne[p])
= i(M —1)i(S) — i(M — Ng[qDi(S — N¢[p])
= (0,0,0,1,0) - irg (M)i(S) + (0,0,—1,0,0) - i, (M)i(S—Ng[p)),
i(G=Ng[v]) = i(G—=Ng[v] — pq) — i(G = Ng[v] — N¢[p] — Nelql)
= i(MU (S —w))—i((M— Nglg]) U (S —Ng[pD)
= i(M)i(S —w) — i(M = Ng[gD)i(S — Ng[p]D)
= (0,0,—1,0,0) - iy (M)i(S — Ng[p]) + (1,0,0,0,0) - i (M)i(S — w),
i(G—u) =i(6 —u—pq) —i(G—u—Ng[p]l = Nglq])
=i(G —u—pg—wv) —i(G —u—pq— Ne[w] = Ns[v])
—i(G —u— Ng[p] — NglqD)
=i(PLUMUS) —i(MU (S — Ng[w]))
—i(PL U (M — Nglq]) U (S = N¢[pD)
= i(P)I(M)i(S) — i(M)i(S — Ng[w])
—i(P))i(M — Ng[qD)i(S — Ng[pD)
=(2,0,0,0,0) - irq(M)i(S) + (—1,0,0,0,0) - irg (M)i(S — Ng[w])
+(0,0,-2,0,0) - iq(M)i(S — N¢[pD),
i(G—v) =i(G—v—pqg)—i(G—v—Nglp] = Nglq])

=i(G —v—pq—r1u) —i(G—v—pq— Ng[r] — Ng[u])
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—i(G — v = Ng[p] = N[q])

=i(PLUMUS)—i((M—Ng[rDUS)

—i(Py U (M = Nglql) U (S = Ng[pD))

= i(P)I(M)i(S) — i(M = Ng[rDi(S)

—i(P)i(M = Ng[qD)i(S = Ng[pD)

= [i(P)i(M) — i(M — Ng[rD]i(S) — i(P)i(M — Ng[qD)i(S — Ng[pD)

=(2,-1,0,0,0) - iy (M)i(S) + (0,0, ~2,0,0) - iy (M)i(S — Ng[p).

Elde edilen bu denklemlerden j =1,2,3,4,5 igin Ejms matrisleri yukarida verilen

formda matrisler olmak tlizere

iuv(G) = irq*(M) ’ iwp )

esitligine ulagilir.

4.3.7. Ornek. G = (V,E) grafi Sekil 4.3’te verilen i¢c noktasiz-yogunlastiriimis
benzenoid sistem olarak verildiginde xy kenar1 lizerindeki basit Merrifield-Simmons
vektorii iy, (G) yardimiyla i(G) degeri S, S", S ve SV karsilik gelen alt graflar olmak

tizere agagidaki sekilde hesaplanabilir:

ixy(G) =A™ - B™s - iuv(SI)
— Ams . BmS -7 - iwp(S”)
— Ams . Bms . Z . Dms . ipW(SII)
— Ams . Bms . Z . Dms _Ams . icd(SI”)

= AMS.BMS.7.pms. gms.| . ist(SIV)
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=A™ -B™ -Z-D"™ - A™ - LA™ - i1 (Py)

= AMS . BMS . Z.DMS . AMS . - A™S . (3,1,1,2,2)T.

M matrisi, rq Kenarinda temel grafa komsu olarak L lineer benzenoid zinciri olan alt
graf olmak iizere Z matrisi siitunlar swrasiyla ET" - i,.q(M, k), EJ* - i,.q(M, k), E* -
lrq(M, k), EF* - ir.q(M, k), ES™ - i,.q(M, k) olan matristir. Benzer olarak M matrisi ef
kenarinda temel grafa komsu olarak tek bir hekzagon olmak tizere L matrisi stitunlari
sirastyla  E7™ - ior(M, k), E3™ »ior (M, k), E3"™ » ior(M, k), E* - iop(M, k) ve Eg§™-

ler(M, k) olan matristir. Bu denklem hesaplanarak asagidaki sonuca ulasilir.

Ly (G) = [282646764,77570059,76505257,205076705, 206141507]".

Sonug olarak,

i(G) = 282646764,i(G — N;[x]) = 77570059, i(G — N,[y]) = 76505257

i(G — x) = 205076705,i(G — y) = 206141507

degerleri elde edilir.

4.4. Cift Kath Benzenoid Zincirlerin Hosoya indeksinin Hesaplanmasi

Bu boliimde Boliim 2.6’da tanimlanan ¢ift katli benzenoid zincirlere odaklanilacak ve
verilen her ¢ift katli benzenoid zincirin Hosoya indeksinin hesaplanmasi i¢in 8 X 8
boyutlu dogal say1 igerikli matrislerin ve bir vektoriin uygun kombinasyonlarda ¢carpimina
dayanan bir metot dnerilecektir. Onerilecek metot igerisinde ¢ift katli benzenoid zincir

grafi yapilarinda j =4 veya j =15 olacak sekildeki bir patika graf P; iizerinde
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tanimlanarak genellestirilmis Hosoya vektérii adiyla kullanilacak olan bir vektore ihtiyag

duyulacaktir. Bu vektor asagidaki sekilde tanimlanacaktir:

4.4.1. Tamm. G = (V,E) bir graf olsun. j =4 veya j =5 olmak iizere a,x,y €V
koseleri G grafindaki bir P; patikasmin {i¢ kosesi olsun. a,x,y € V koselerini igeren P;

patikasi tizerindeki genellestirilmis Hosoya vektorii

Z(G)
Z(G—a)
Z(G —x)
Z(G-y)
Zaxy(G) = Z(G —a—x)

Z(G-x~-Y)

Z(G-a—-y)

1 Z(G—a—x—Yy)]

seklinde tanimlanir.

Genellestirilmis Hosoya vektorii, Cruz ve ark. (2017) tarafindan verilen bir G = (V,E)
grafimin bir e € E kenar iizerinde tanimlanmis olan Hosoya vektoriiniin bir P; patika

grafi lizerinde tanimlanarak genisletilmis versiyonu seklinde diisiiniilebilir.

Siradaki sekilde bu boliim ve bir sonraki béliimde sunulacak olan teorem ve sonuglarin

anlasilirligini arttirmak i¢in bir G grafi iki farkli perspektiften gosterilecektir.
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Sekil 4.4. Boliim 4.4 ve Boliim 4.5'te sunulacak olan tiim teoremler ve sonuc¢larda
kullanilacak olan ¢ift katli benzenoid zincir formu tiirleri

4.4.2. Teorem. G = H(t,9,,+,9,-1) grafi bir ¢ift kathh benzenoid zincir S =
H(9,,93,++,9,_1) grafi ve bir naftalin molekiiliiniin k,[,m € V kdselerine sahip bir
patika olan P, boyunca kaynasmasi ile olusan bir graf olsun (Sekil 4.4 (i) sikkinda

goriilebilir). O zaman

13 8 6 8 4 3 5 2
5 52 3 2 1 3 1
6 4 0 3 00 2 0
Q_85302000
2 201 00 10
3 2000000
3 3101000
L1 1.0 0 0 0 0 O

olmak tzere

Zaxy(G) =Q  Zum(S)
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denklemi saglanir.

Ispat. Z;,,(G) tanimindan hareketle Z(G),Z(G — a),Z(G — x),Z(G — y),Z(G —a —
x),Z(G—x—v),Z(G—a—y),Z(G—a—x—7y) degerlerinin bulunmas1 ispati
tamamlayacaktir. Bu degerler kd, lx, my kenarlarinin ilgili alt graflara gbére uygun
kombinasyonlarda silinerek ve Lemma 3.1.1°de verilen rekiirans bagintilart kullanilarak

su sekilde hesaplanir:

Z(G) = Z(G —kd — Ix —my) + Z(G — kd — lx —m — y)
+Z(G—kd—l—x—my)+Z(G—kd—l—x—m—7Y)
+Z(G—k—d—lx—my)+Z(G—k—d—lx—m—7y)
+Z(G—k—d—-l-x—my)+Z(G—k—-d—l—x—m—7Y)
= Z(Ps)Z(S) + Z(P)Z(S — m)
+Z(P)Z(P)Z(S — 1) + Z(PDZ(P)Z(S — | —m)
+Z(Ps)Z(S — k) + Z(P)Z(S — k —m)
+Z(PYZ(P)Z(S —k — 1) + Z(P)Z(P)Z(S — k — 1 — m)
= (13,8,6,8,4,3,5,2) * Zum(S),

Z(G-a)=Z2(G—a—kd—lx—my) +Z(G—a—kd —Ilx —m —y)

+Z(G—a-kd—l—x-my)+Z(G—a—kd—l—x—m—y)
+Z(G-a-k—-d—-Ix-my)+Z(G-a—k—d—Ix—m—y)
+Z(G-—a-k—-d—-l—-x—my)+Z(G—a—k—d—l—x—m—y)
= Z(P)Z(P)Z(S) + Z(P)Z(P)Z(S — m)

+Z(P)Z(PDZ(PYZ(S — 1) + Z(P)Z(P)Z(P)Z(S — | — m)
+Z(PYZ(S — k) + Z(P)Z(S — k —m)

+Z(P)Z(P)Z(S —k — ) + Z(P)Z(PDZ(S —k — 1 —m)
=(5,52,3,2,1,3,1) - Ziim(S),
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Z(G-x)=Z(G—-x—-my—kd)+Z(G —x—my —k —d)
+Z(G—x—-m—-y—kd)+Z(G—-x—m—-y—k—d)
= Z(P)Z(P3)Z(S) + Z(P,)Z(P,)Z(S — k)
+Z(P)Z(P3)Z(S —m) + Z(P)Z(P,)Z(S — k —m)
= (6,4,0,3,0,0,2,0) * Ziym(S),

Z(G-y)=2(G -y —lx—kd) + Z(G—y — lx —k — d)
+Z2(G—y—1l—-x—kd)+Z2(G-y—l—x—k—d)
=Z(Ps)Z(S) +Z(P)Z(S — k)
+Z(P)Z(P)Z(S =D+ Z(P)Z(P)Z(S—k—1)
=(8,5,3,0,2,0,0,0) - Zi;m(S),

26 —a-x)=2G—-a-x—-my—kd) +Z(G—a—x—my—k—d)

+Z(G-a—x-m—-y—kd)+2Z(G-a—-x—m—y—k—d)
= Z(P1)Z(P1)Z(Py)Z(S) + Z(P1)Z(P,)Z(S — k)
+Z(P)Z(Py)Z(P)Z(S —m) + Z(P)Z(P)Z(S —k —m)
=(2,2,0,1,0,0,1,0) - Zi;m(S),

26 —x—y)=2(G-x—y—kd) +Z(G—x—y—k — d)

= Z(P)Z(P3)Z(S) + Z(P)Z(P)Z(S — k)
=(3,2,0,0,0,0,0,0) - Zr1:m(S),

ZG-a-y)=2(G-a—y—lx—kd)+Z(G—a—y—lx—k—d)

+Z(G—a—-y—l—-x—kd)+Z(G-a-y—-l—x—k—d)
= Z(P)Z(P3)Z(S) + Z(P)Z(S — k)

+Z(P)Z(P)Z(P)Z(S =)+ Z(P)Z(PHZ(S —k—=1)
=(3,3,1,0,1,0,0,0) - Zr1:m(S),

ZG-a-x-y)=2(G-a-x—y—-kd)+Z(G—a—x—y—k—d)

= Z(P)Z(P)Z(P)Z(S) + Z(P)Z(P)Z(S — k)
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= (1; 1’ O’ O) 0) 0, O, 0) ’ Zklm(S)

13 8 6 8 4 3 5 27
5 5 2 3 2 1 3 1
6 4 0 3 0 0 2 O
Yukarida elde edilen denklemlerden Q = g ; ?) (1) (2) 8 (1) 8 olmak tizere
3 20 0 0 0 0O
3 3101 0 00
L1 1.0 0 0 0 O o

Zaxy(G) = Q * Zjym (S) sonucuna ulagilir.

4.4.3. Sonuc. G = (V,E) grafi, S = P, patika grafi ve bir naftalin molekiiliiniin k,,m €
V koselerine sahip bir patika olan P, boyunca kaynasmasi ile olusan bir graf olsun (Sekil

4.4 (i) sikkinda S = P, olarak diisiiniilebilir). O zaman

Zaxy(G) = Q ’ [5' 31 21 3; 2; 1; 2; 1]T

denklemi saglanir.

Ispat. Teorem 4.4.2°den Zaxy(G) = Q * Zyym(S) ve S = P, oldugundan Z,,, (G) = Q -

Zm (P,) esitliginden ispat tamamlanir.

4.4.4. Sonug¢. G =H(y,9,,9,-1) grafi bir ¢ift katli benzenoid zincir S =
H(9,,93,++,9,_1) grafi ve bir naftalin molekiiliiniin k,[,m € V kdselerine sahip bir
patika olan P, boyunca kaynasmasi ile olusan bir graf olsun (Sekil 4.4 (ii) sikkinda

goriilebilir). O zaman
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13 8 6 8 3 4 5 2
8 0 350 200
6 3 0 4 0 0 2 0
Q,_53251231
13 00 2 0 0 00
2 1.0 200 10
30130100
L1 00 1 0 0 0 O

olmak tizere

Zyxa(G) = Q, * Zomik (S)

denklemi saglanir.

Ispat. Teorem 4.4.2°den Zaxy(G) = Q * Zyym(S) oldugunu bilinmektedir. R; ler Q
matrisinin satirlarini temsil etmek iizere Q matrisine R, < R, ve R & Ry elementer
satir operasyonlari uygulanarak elde edilmis matris A; olsun. O halde genellestirilmis
Hosoya vektorii ifadesinden Z,,,4(G) = A * Zyy (S) denklemi elde edilir. Devaminda
C; ler A; matrisinin siitunlarin1 temsil etmek tizere A; matrisine C, & C, ve Cs < Cg4
elementer siitun operasyonlari uygulanarak elde edilmis matris Q" olur. Sonug¢ olarak

genellestirilmis Hosoya vektorii tanimindan Zy,,.,(G) = Q"+ Zy . (S) sonucuna varilir.

445, Teorem. G = H(t,9,,++,9,_1) grafi bir ¢ift katli benzenoid zincir S =
H(9,,93,++,9,_1) grafi ve bir naftalin molekiiliiniin k,,m € V kdselerine sahip bir
patika olan P, boyunca kaynasmasi ile olusan bir graf olsun (Sekil 4.4 (i) sikkinda

goriilebilir). O zaman
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N
w

RN R WWWw Ul
_ R NN WS N
R NDNDN U W
R PR, DNDNDNDN DS
R R NP WN R W
R NRFRPDNDWN WU
R R R RPRDNRRPRDN

I
= NN WUTOY Ul

olmak lizere

Zapc(G) = P+ Zigm(S)

denklemi saglanir.

Ispat. ik olarak Teorem 4.4.2°den Z(G) = (13,8,6,8,4,3,5,2) * Zx;m(5),Z(G — a) =
(5,5,2,3,2,1,3,1) - Zyy,(S) degerleri bilinmektedir. Z,;,.(G) vektorii igcin gerekli
degerler olan Z(G —b),Z(G —c¢),Z(G—a—b),Z(G—b —c¢),Z(G—a—7¢),Z(G —
a — b — c) degerleri ise kd, Ix, my kenarlar1 alt graflardan silinerek ve Lemma 3.1.1°de

verilen rekiirans bagintilar1 kullanilarak su sekilde indirgenir:

Z(G—b)=Z(G—b—kd—lx—my)+Z(G—b—kd — lx —m —y)
+Z(G—b—kd—l—x-my)+Z(G-b—kd—1—x—m—y)
+Z(G-b—k-d—-Ix—-my)+Z(G-b—k—d—Ilx—m~—y)
+Z(G-b—k-d—1l—-x—my)+Z(G—b—k—d—1—x—m—y)
= Z(P)Z(P)Z(S) + Z(P))Z(P)Z(S —m)
+Z(P)Z(P)Z(S — 1) + Z(P)Z(P)Z(S — 1 —m)
+Z(P)Z(P)Z(S — k) + Z(P)Z(P,)Z(S — k —m)

+Z(P)Z(PYZ(S — k — 1) + Z(P)Z(P)Z(S — k — | — m)
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=(6,3,4,4,2,2,2,1) " Ziym(S),
Z(G-c)=Z(G—c—kd—lx—my)+Z(G—c—kd —lx —m —y)
+Z(G—c—kd—1l—x—my)+Z(G—c—kd—1l—x—m—y)
+Z(G—c—k—d—-Ilx—my)+Z(G—c—k—d—-Ilx—m-—y)
+Z(G—c—k—-d—-1l—-—x—my)+Z(G—c—k—d—-1l—x—m-—y)
= Z(PDZ(P)Z(S) + Z(P)Z(S —m)
+Z(P)Z(P)Z(S—D+Z(P3)Z(S—1—m)
+Z(P)Z(P3)Z(S — k) + Z(P3)Z(S —k —m)
+Z(PDZ(PYZ(S —k =D+ Z(P)Z(S -k — L —m)
=(5,3,3,5,2,3,3,2) " Ziym(S),
Z(G—a—-b)=2(G—a—b—kd—Ilx—my)+Z(G—a—b—kd —Ilx —m—y)
+Z(G—a—b—kd—-1—x—my)
+Z(G—-a—-b—kd—1l—x—m-—y)
+Z(G—-—a—-b—k—d—Ilx—my)
+Z(G—-a-b—-k—-d—-Ilx—m-y)
+Z(G—-a-b—k—-d-1l—x—my)
+Z(G-a-b—k—-d—-l—-x—m-—y)
= Z(P)Z(P)Z(S) + Z(P)Z(P,)Z(S — m)
+Z(P)Z(P)Z(S — D)+ Z(P)Z(P)Z(S —1—m)
+Z(P3)Z(S — k) + Z(P,)Z(S — k —m)
+Z(P)Z(S—k—-0D+Z(P)Z(S—k—-1—m)
=(3,3,2,2,2,1,2,1) - Zyym(S),
Z(G-b—c)=Z(G—b—c—kd—Ilx—my)+Z(G—b—c—kd —lx—m—1y)
+Z(G—b—c—kd—-1l—x—my)
+Z(G—-b—c—kd—-l—x—m—y)
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+Z(G—b—c—k—d—Ix —my)
+Z(G-b—c—k—d—Ix—m—7Y)
+Z(G-b—c—k—d—1—x—my)
+Z(G-b—c—k—d—-l—x—m—y)
= Z(P)Z(P)Z(P)Z(S) + Z(P)Z(P)Z(S — m)
+Z(PDZ(P)Z(S — 1) + Z(P)Z(S — | — m)
+Z(P)Z(P)Z(P)Z(S — k) + Z(P)Z(P)Z(S — k —m)
+Z(PDZ(PDZ(S —k — ) + Z(P)Z(S — k — | —m)
=(21,2,2,1,2,1,1) - Zm(S),
ZG-a-c)=Z(G—a—c—kd—lx—my)+Z(G—a—c—kd —lx—m—y)
+Z(G—a—c—kd—1—x—my)
+Z(G—a—c—kd—1—x—m—y)
+Z(G—a—c—k—d—Ix—my)
+Z(G—a—c—k—d—Ix—m—y)
+Z(G—a—c—k—d—1—x—my)
+Z(G—a—c—k—-d-l—x—m—7Y)
= Z(P)Z(P)Z(P)Z(S) + Z(P)Z(P)Z(S — m)
+Z(PDZ(P)Z(P)Z(S — 1) + Z(P)Z(P)Z(S — | — m)
+Z(P)Z(P)Z(S — k) + Z(P,)Z(S — k — m)
+Z(PDZ(PDZ(S —k =) + Z(PDZ(S —k — | —m)
= (22,1,2,1,1,2,1) - Zim(S),
Z(G—a-b-c)=Z(G—a—b—c—kd—lx —my)
+Z(G—a—b—c—kd—Ilx—m—y)
+Z(G—a—b—c—kd—1—x—my)
+Z(G—a—-b—c—kd—1—x—m—y)
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+Z(G—a—b—c—k—d—lx—my)
+Z(G-a-b—-c—k—d—lx—m—y)
+Z(G-a-b—c—k—d—1—x—my)
+Z(G-a-b—-c—k—d—l—x—-m—7y)

= Z(P)Z(P)Z(PDZ(S) + Z(P)Z(P)Z(S —m)
+Z(PNZ(P)Z(S — 1) + Z(P)Z(S — 1 —m)
+Z(P)Z(P)Z(S — k) + Z(P)Z(S — k —m)
+Z(PDZ(S —k =1+ Z(S—k — 1 —m)

= (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) - Zklm(S)

13 8 6 8 4 3 5 2
5 5 2 3 2 1 3 1
6 3 4 4 2 2 2 1
Ulasilan bu denklemlerden P = g g ; g g i ; i olmak tizere Z 4. (G) =
2 1 2 2 1 2 11
2 2 1 2 11 2 1
L1 11 1 1 1 11

P+ Z;im(S) sonucuna varilir.

4.4.6. Sonug¢. G = H(y,9,,+,9,-1) grafi bir ¢ift katli benzenoid zincir S =
H(9,,93,+++,9,_1) grafi ve bir naftalin molekiiliiniin k,[,m € V kdselerine sahip bir
patika olan P, boyunca kaynasmasi ile olusan bir graf olsun (Sekil 4.4 (ii) sikkinda

goriilebilir). O zaman

[N
w

rl—xmwt\)moxm

R NN DN WS U1
R R NDNNDS WO
RN WR UTWWw o
R R R NRNWW
R RN R NNDNDS
R NNRFRWN WU
R R R R R RDNN
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olmak lizere

Zcba(G) =P Zmlk(S)

denklemi saglanir.

Ispat. Sonug 4.4.4{in ispatinda kullanilan yol izlenirse Teorem 4.4.5’ten Z,;,.(G) = P -
Ziim (S) denklemi mevcuttur. Burada R; ler P matrisinin satirlarini temsil etmek tizere P
matrisine R, < R, Ve Rs < R4 clementer satir operasyonlari uygulanarak elde edilmis
matris A, olarak ifade edilirse genellestirilmis Hosoya vektorii tanimindan Z.p,(G) =
Ay Zyim(S) denklemine ulasilir. Sonrasinda C; ler A, matrisinin siitunlarini temsil
etmek tlizere A, matrisine C, & C, ve Cs < Cg elementer siitun operasyonlar
uygulandiginda yeni elde edilmis matris P’ olur ve genellestirilmis Hosoya vektorii
tammindan Z,,(G) = P’ - Z,,;,(S) denklemi elde edilir.

Buraya kadar sunulan bulgular 6zetlenir ve sonuca varilirsa Sekil 4.4 (i) sikkinda verilen
sekilde S grafina bagli olan naftalin molekiilii yerine k tane naftaline sahip H(z,t, -+, )

¢ift katli lineer benzenoid zinciri oldugu varsayilirsa Z ., (G) = Q P+ Zj1y (S).

Ayrica Sekil 4.4 (ii) sikkinda verilen sekilde S grafina bagli olan naftalin molekiilii yerine

k tane naftaline sahip H(y, v, :--,v) ¢ift katli lineer benzenoid zinciri oldugu varsayilirsa
ZYxa(G) = QI ) (Pl)k_l 'Zmlk(S)-

4.4.7. Teorem. G = H(t,9,,-+,9,_1) grafi bir ¢ift kath benzenoid zincir S =
H(9,,93,++,9,_1) grafi ve bir naftalin molekiiliiniin k,[,m € V kdselerine sahip bir
patika olan P, boyunca kaynasmasi ile olusan bir graf olsun (Sekil 4.4 (i) sikkinda

goriilebilir). O zaman
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13 8 6 8 4 3 5 2
6 3 4 4 2 2 2 1
5 3 35 2 3 3 2
R = 8 53 0 2 0 0O
2 1 2 2 1 2 11
5 3 3 02 000
4 2 2 01 0 0 O
L2 1.2 01 0 0 O

olmak lizere

Zbcy(G) =R Ziym(S)

denklemi saglanir.

Ispat. Teorem 4.4.2 ve Teorem 4.4.5’in ispatlarindan Z(G) = (13,8,6,8,4,3,5,2) -
Zum(S), Z(G —b) = (6,3,4,4,2,2,2,1) - Zum(S),Z(G — ¢) = (5,3,3,5,2,3,3,2) -
Zum(S), Z(G —y) = (8,5,3,0,2,0,0,0) - Zi,;;n(S) ve en son olarak Z(G — b —¢) =
(2,1,2,2,1,2,1,1) * Zy;;m(S) oldugu bilinmektedir. Bu degerlerin haricinde Zpey(G)
vektorii i¢in Z(G —c —vy),Z(G — b —y),Z(G — b — c — y) degerlerinin elde edilmesi
gereklidir. Bu degerler kd ve lx kenarlarinin karsilik gelen alt graflardan silinmesi ve

Lemma 3.1.1°1n kullanilmasiyla asagidaki sekilde elde edilir:

ZG-c—y)=2(G—c—y—kd—1x)+Z(G—c—y—kd — | — x)
+Z(G—c—y-k—-d-1X)+2Z(G—-c—y—k—d—1—x)
= Z(P)Z(S) + Z(P;)Z(S — )
+Z(P)Z(S — k) + Z(P)Z(S —k — 1)
= (5,3,3,0,2,0,0,0) - Zyn (S),

ZG-b-y)=Z(G-b—y—kd—1x)+Z(G—b—y—kd—1—-x)
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+Z(G—b-y—-k—-d—Ix)+Z(G—b—y—k—d—1—x)

= Z(P,)Z(P)Z(S) + Z(P)Z(P,)Z(S — 1)

+Z(P)Z(P)Z(S — k) + Z(P)Z(P)Z(S — k — 1)

= (4,2,2,0,1,0,0,0) * Zim(S),

Z6G-b—-c—y)=Z(G—-b—-c—y—kd—Ix)+Z(G—b—c—y—kd - —x)

+Z(G—b—c—y—k—d—Ix)
+Z(G—b—c—y—k—d—1-x)
= Z(P)Z(P)Z(S) + Z(P)Z(S — 1)
+Z(P)Z(P)Z(S — k) + Z(P)Z(S —k — 1)

= (2, 1, 2, O; 1) OF OF 0) ’ Zklm(S)'

(13 8 6 8 4 3 5 27
6 3 4 4 2 2 2 1
5 3 3 5 2 3 3 2
. 8 53 0 2 000
Sonug olarak elde edilen denklemlerden R = 5 1.2 2 12 1 1 olmak
5 3 3 0 2 0 0 O0
4 2 2 0 1 0 0 O
L2 1 2 0 1 0 0 O

lizere Zpcyy (G) = R * Zyymm (S) denklemi gerceklenir.

448. Sonug¢. G =H(y,9,,,9,_1) grafi bir ¢ift katli benzenoid zincir S =
H(9,,93,++,9,_1) grafi ve bir naftalin molekiiliiniin k,[,m € V kdselerine sahip bir
patika olan P, boyunca kaynasmasi ile olusan bir graf olsun (Sekil 4.4 (ii) sikkinda

goriilebilir). O zaman
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N
w

SO NOH»UTIO ®
NNDN WS WWO
R NP WWwWWwul o
=R NDNDNDN S

N DS DN UTOY UT O

OO NODNWOW
SO rRPRONWOoOUL
SO R ORNODN

olmak lzere

Zycb(G) =R Zmuik (S)

denklemi saglanir.

Ispat. Teorem 4.4.7’den Zpey(G) =R * Zjy;(S) denklemi kullamilarak R; ler R
matrisinin satirlarin1 temsil etmek {izere R matrisine R, & R, ve Rs; < Ry elementer
satir operasyonlar1 uygulanarak elde edilmis matris Az ise genellestirilmis Hosoya
vektorii tanimindan Z,,, (G) = Az * Zyym (S) oldugu goriiliir. Ayrica C; ler A3 matrisinin
stitunlarin1 temsil etmek tizere A; matrisine C, & C, ve Cs < Cg elementer siitun
operasyonlarmin uygulanmis hali R’ matrisi olur. Genellestirilmis Hosoya vektori

tanimindan Z,,(G) = R"* Z,.(S) denklemine ulasilir.

Bu boliimde onerilen metotta 8 X 8 boyutlu dogal say1 igerikli Q,Q’,P,P',R,R’
matrisleri ve [5,3,2,3,2,1,2,1]" vektoriiniin verilen ¢ift katli benzenoid zincire gore
secilen uygun bir ¢arpimu ile zincirin Hosoya indeksi hesaplanabilmektedir. Bir sonraki

ornekte bu metodun bir uygulamasi gosterilmektedir.

4.4.9. Ornek. G = H(t,y,y) grafi asagidaki sekilde verilen bir ¢ift katl1 benzenoid zincir

olsun.
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Sekil 4.5. Cift kath benzenoid zincir G = H(t,y,y)

G = H(t,y,y) grafinin Hosoya indeksi S?, S ve S"! karsiik gelen alt graflar olmak

lizere Onerilen metot ile asagidaki sekilde hesaplanabilir:

Zaxy(G) = Q* Zigm(S)) = Q R'+Zpca(S") = Q+ R'- P+ Zgpy(S™)

= Q- R'-P'"R-Z;j(Py).

Yukarida elde edilen denklemden asagidaki sonuca ulasilir:

Zawy(G)=Q - R -P'*R-[53,2,3,2,1,2,1]”

= [2705084,1153500,990234,1251270,369454,398063, 524519, 148423]".

Sonug olarak Z(G) = Z(H(T, Y, y)) = 2705084 degerine ulasilir.
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4.5. Cift Kath Benzenoid Zincirlerin Merrifield-Simmons Indeksinin Hesaplanmasi

Bolim 4.4’te ¢ift katli benzenoid zincirlerin Hosoya indeksinin hesaplanmasinda
kullanilan bir metot 6nerilmisti. Bu boliimde de bir 6nceki boliimiin devami niteliginde,
cift katli benzenoid zincirlerin Merrifield-Simmons indeksinin hesabina yonelik 18 X 18
boyutlu, dogal say1 icerikli matrisler ile bir v € R® vektoriiniin verilen zincire gore
secilmis uygun bir ¢arpimina dayanan bir metot onerilecektir. Sunulacak olan metotta
kritik 6neme sahip olan ve verilen ¢ift katli benzenoid zincirin P, veya Ps patikalari
tizerinde tanimlanarak Merrifield-Simmons vektorii adiyla kullanilacak olan bir vektore

ihtiya¢ duyulacaktir. Bir sonraki tanimda Merrifield-Simmons vektorii tanimlanmaktadir.

45.1. Tamm. G = (V,E) bir graf olsun. a, x,y € V koseleri G grafindaki bir P, veya Ps
patikasinin li¢ kosesi olarak verilsin. a,x,y € V koselerini igeren P, veya Pg patikasi

uzerindeki Merrifield-Simmons vektorii

i(@)
i(G — Nelal)
i(G — Nelx])
i(G— NglyD
i(G — Ng[x]-Ng[yD)
i(G — Ng[x]—Ng[al)
i(G — Ngla] — Ng[x]—Ng[y])
(G —y)
i(G—x
iaxy(G) = iEG _ a%
i(G—x—-y)
i(G—x—a)
i(G — Nglal —y)
i(G—Nglyl —a)
i(G— Ng[x] —y)
i(G — Ng[x] —a)
i(G— Ngly] —x)
i(G — Ngla] —x)

seklinde tanimlanir.
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45.2. Teorem. G = H(t,9,,+,9,-,1) grafi bir ¢ift katli benzenoid zincir S =
H(9,,93,++,9,_1) grafi ve bir naftalin molekiiliiniin k,[,m € V kdselerine sahip bir
patika olan P, boyunca kaynasmasi ile olusan bir graf olsun (Sekil 4.4 (i) sikkinda

gorilebilir). O zaman

21 -8 -6 -8 3 03 00 O OO O O O O O 0O
5 0 -2 -2100O0O0OO0O0O0OO0O0 O O O O O O
o -2 0 0 0O0O1O06860O0O0OO0OO0 0 0 -30
0 O 0o 0 O0O0OOS8O0OOOO-30-30 00
0 0 o o0 o00OOOO3O0-10 0 0 0O
0 0 o 0 00OOZ2O0O0OO0OTO0OO0O O0 0 -10
0 O o 0 00OOOOTI1TO0OTOO O O0O 0 O
3 -5 -3 0 0000 OOOO0O O OO O O O
X = 15 -6 0 -5 0 0 2 00 O0O0OO0O O O O O O O
16 -8 4 -6 2 0 3 0 0 0 0O O O O0O O O O
10 -4 0 0 O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O O O O O O0 O
2 -6 0 -4 00 2 0 O0O0OO0OO0OO0O O O0OO0O O O
3 0 -1 0 00 0O0OOOOOTO OO0 O o0 O
0 O 0o 0 0O0OOOS6O0OO0O0ODO0O-30-220 00
o -1. 0o 0 0O0OOOS3O0O0OO0OTO0 0 O 0 o0 O
o -2 0 0 0O0O0O1O40O0O0O O0O 0O O0O 0 -220
0 0 o o0 0O0OS5O0O0O0DO0-20 0 0 00
L3 0 0 -1 0 00 0O OOO O O O O O o0

olmak tzere

iaxy(G) =X ik (S)

denklemi saglanir.

Ispat. Merrifield-Simmons vektorii tanimindan yola cikarak i(G),i(G — Ng[a]),i(G —
N¢[x]),i(G — Ng[yD),+,i(G — Ngly]l — x),i(G — Ng[a] — x) degerlerinin bulunmasi
ispat i¢in gereklidir. Bu degerler kd, [x,my kenarlarimin alt graflara gore S grafim
naftalin molekiiliinden ayrilacak sekilde uygun bir kombinasyonda silinerek ve Lemma

3.1.2°de verilen rekiirans bagintilar1 kullanilarak su sekilde hesaplanir:
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i(G) =i(G —my) — i(G — Ng[m] — N¢[y])
= i(G —my — lx) — i(G —my — N¢[l] — Ng[x])
—i(G — Ng[m] — N¢[y])
= i(G —my — Ix — kd) — i(G — my — Ix — Ng[k] — Ng[d])
—i(G —my — Ng[l] — N¢g[x]) — i(G — Ng[m] — N¢[y])
= i(G —my — Ix — kd) — i(G — my — Ix — Ng[k] — Ng[d])
—i(G —my — Ng[l] — Ng[x]) — i(G — Ng[m] — N¢ly] — Ix)
+i(G — Ng[m] — N¢ly] — Ngll] — Ng[x])
= i(G —my — lx — kd) — i(G — my — Ix — Ng[k] — Ng[d])
—i(G —my — Ng[1] = Ng[x]) — i(G — Ng[m] — Ng[y] — Ix — kd)
+i(G — Ng[m] — Ng[y] — Ix — Ng[k] = Ng[d])
+i(G — Ng[m] — N¢ly] — Ngll] — Ng[x])
= i(Pe)i(S) — i(P)i(S — Nglk]) — i(Pi(P)i(S — Ng[l]) — i(Pi(S — Ng[m])
+i(P)i(S — Nglk] — Ng[l] = Ng[m]) + i(P)i(S — Ng[l] — Ng[m])
= (21,-8,-6,-8,3,0,3,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) * is;;n(S),
i(G—Nglal) = i(G—Ngla] —my) — i(G—Ngla] — Ng[m] — Ng[y])
= i(G—Ngla] —my — Ix) — i(G—Ng[a] — my—Ng[l] — N¢[x])
—i(G—Ngla] — Ng[m] — Ng[y])
= i(G—Ngla] —my — Ix) — i(G—Ng[a] — my—Ng[l] — N¢[x])
—i(G—Ngla] — Ng[m] — Ng[y] — Ix)
+i(G—Ngla] — Ng[m] — Ng[y] — N¢[l] — Ng[x])
= i(P3)i(S) — i(P)i(S = Ng[1]) — i(Py)i(S — Ng[m])
+i(S — Ng[l] = Ng[m])

=(5,0,-2,-2,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) * i}; (),
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i(G—Ng[x]) = i(G—Ng[x] — my) — i(G—Ng[x] — Ng[m] — Ng[yD
= i(G—Ng[x] — my — kd) — i(G—Ng[x] — my—Ng[k] — Ng[d])
—i(G—Ng[x] — Ng[m] — Ng[yD
= i(G—Ng[x] —my — kd) — i(G—Ng[x] — my—Ng[k] — Ng[d])
—i(G—Ng[x] — Ng[m] — Ng[y] — kd)
+i(G—Ng[x] — Ng[m] — Ng[y] — Ng[k] — Ng[d])
= i(Pi(Py)i(S = 1) —i(P)i(S — Ng[k]) — i(P,)i(S — Ng[m] = 1)
+i(S — Ng[k] — Ng[1] — Ng[m])
= (0,-2,0,0,0,0,1,0,6,0,0,0,0,0,0,0,—3,0) * i}m(S),
i(G=NglyD) = i(G—Ngly] — Ix) — i(G—Ng[y] — Ng[l] — Ng[x])
= i(G—Ngly] — lx — kd) — i(G—Ng[y] — lx—Ng[k] — Ng[d])
—i(G—Ng[y] — Ng[l] — Ng[xD)
= i(P)i(S —m) — i(P)i(S — Ng[k] —m) — i(Po)i(S — N¢[l] —m)
=(0,0,0,0,0,0,0,8,0,0,0,0,—3,0,—3,0,0,0) * iy (S),
i(G—Ng[x] — Ng[yD) = i(G—Ng[x] — Ng[y] — kd)
—i(G—Ng[x] — Ng[y] — Ng[k] — Ng[d])
=i(P,)i(S—1—m)—i(S — Nglk] —m)
= (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,3,0,—1,0,0,0,0,0) * i}n(S),
i(G—Ng[x] — Nglal) = i(G—Ng[x] — Ng[a] — my)
—i(G—Ng[x] — Ngla] — Ng[m] — Ng[yD)
=i(P)i(S =1 —i(S—Ng[m] -1
= (0,0,0,0,0,0,0,0,2,0,0,0,0,0,0,0,—1,0) * i)n(S),
i(G—=Ngla] = Ne[x]=NglyD) = i(S -1 —-m)
=(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0) * iz (S,
i(G—y)=1i(G—y—Ix)—i(G—y — Ng[l]-Ng[x])
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= i(G —y — lx — kd) — i(G—y — Ix — Ng[k]—N;[d])
—i(G—y — Ng[l]-Ng[x])
= {(P5)i(S) — i(P3)i(S—Nglk]) — i(P)i(S—Ng[l])
= (13,-5,-3,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) - i (S),

i(G —x) = i(G — x — kd) — i(G—x — Ng[k]—N;[d])
= i(G — x — kd —my) — i(G—x — kd — Ng[m]—Ng[y])
—i(G—x — Ng[k]—Ng[d])
= i(G — x — kd — my) — i(G—x — kd — Ng[m]—Ng[y])
—i(G—x — Ng[k]—Ng[d] — my) + i(G—x — Ngl[k]—Ng[d]—Ng[m]—N¢[y])
= i(Pp)i(P3)i(S) — i(P3)i(S—Ng[m]) — i(P)i(P2)i(S—Ng[k])
+i(P)i(S—Nglk]—Ng[l]-Ng[m])
= (15,-6,0,-5,0,0,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) - ism(S),

i(G —a) =i(G—a—my)—i(G—a— Ng[m]-N¢[y]D)
=i(G—a—my—Ix) — i(G—a—my — Ng[1]-Ng[x])
—i(G—a — Ng[m]—N¢[y])
=i(G—a—my—Ix—kd) — i(G—a—my— lx — Ng[k]—-Ng[d])
—i(G—a —my — Ng[l]-N¢[x]) — i(G—a — Ng[m]—N¢[y])
= i(G—a—my—Ix—kd) — i(G—a—my— lx — Ng[k]—-Ng[d])
—i(G—a —my — Ng[l]-Ng[x]) — i(G—a — Ng[m]—Ng[y] — Ix)
+i(G—a — Ng[m]—Ng[y]—N¢[l]—Ng[x])
=i(G—a—my—Ix—kd) — i(G—a—my— lx — Ng[k]—-Ng[d])
—i(G—a —my — Ng[l]-N¢[x]) — i(G—a — Ng[m]—N¢ly] — lx — kd)
+i(G—a — Ng[m]—Ng[y] — Ix — Ng[k] — N¢[d])
+i(G—a — Ng[m]—N¢[y]—Ng[l]-N¢[x])
= {(PDI(PYI(S) — i(Pi(S—Ng[k]) — i(P)i(P)i(S—N¢[lD
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—i(P)i(P)i(S—Ng[m]) + i(P2)i(S—Ng[k]—Ng[l] — Ng[m])
+i(P)i(S—Ng[l]-Ng[m])
= (16,—8,—4,-6,2,0,3,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) - iy (S),
i(G—x—y)=i(G—x—y—kd) —i(G—x — y — Ng[k]-N;[d])
= i(P)i(P3)i(S) — i(P)i(P)i(S—Ng[k])
= (10,—4,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) - i}m(S),
i(G—x—a)=i(G—x—a—my)—i(G—x — a— Ng[m]—-Ng[y])
=i(G-x—a—-my—kd) —i(G—x —a—my — Ng[k]-Ng[d])
—i(G—x — a — Ng[m]—N¢[y])
=i(G—x—a—my—kd) —i(G—x —a—my — Ng[k]—Ng[d])
—i(G—x — a — Ng[m]-Ng[y] — kd)
+i(G—x — a — Ng[m]—Ng[y] — Ng[k]-Ng[d])
= i(P)i(P)i(P,)i(S) — i(P)i(P2)i(S — Ng[k])
—i(P)i(P)i(S — Ng[m]) + i(P)i(S — Ng[k] = Ng[l] — Ng[m])
= (12,-6,0,—4,0,0,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) - i, (S),

i(G — Ngla]l —y) = i(G — Ngla] =y — Ix) — i(G—Ngla] — y — Ng[l]-Ng[x])
= (P)i(S) — i(S—N¢[])
=(3,0,—1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) - is;n(S),

i(G — Nglyl —a) = i(G — Nglyl —a —Ix) = i(G—Ng[y] — a — Ng[l]-Ng[x])
=i(G— Ngly] —a—Ilx —kd)

—i(G=Ng[y]l — a — Ix = Ng[k]-Ng[d])
—i(G=Ng[y] — a = Ng[l]-Ng[x])

= i(P)i(P)i(S —m) — i(Pp)i(S—Ng[k] — m)
—i(P)i(S—Ng[l] —m)

=(0,0,0,0,0,0,0,6,0,0,0,0,—3,0,—2,0,0,0) * iz (S),
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i(G — Nglx] —y) =i(G — Ng[x] —y — kd) — i(G—Ng[x] — y — Ng[k]—-N¢[d])
= i(Pp)i(S — 1) — i(S—Nglk]D)
= (0,-1,0,0,0,0,0,0,3,0,0,0,0,0,0,0,0,0) - ixy(S),

i(G — Ng[x] —a) = i(G — Ng[x] —a —my) — i(G—Ng[x] — a — Ng[m]—-N¢[y])
= i(G — Ng[x] — a — my — kd)
—i(G—Ng[x] — a —my — N¢[k]—N¢[d])
—i(G—Ng[x] — a — Ng[m]-Ng[y])
= i(G — Ng[x] — a — my — kd)
—i(G—Ng[x] — a —my — N¢[k]—N¢[d])
—i(G—Ng[x] — a — Ng[m]—-Ng[y] — kd)
+i(G—Ng[x] — a — Ng[m]—Ng[y] — Ng[k]-Ng[d])
= {(PI(PI(S — 1) — i(PI(S—Ng[k]) — i(Pi(S—Ng[m] — 1)
+i(S—Ng[k]—=Ng[l]-Ng[m])
=(0,-2,0,0,0,0,1,0,4,0,0,0,0,0,0,0,—2,0) * iz (S),

i(G — Nglyl —x) = i(G — Ng[y] — x — kd) — i(G—N¢[y] — x — Ng[k]—-N¢[d])
= i(P3)i(S —m) — i(P)i(S—Ng[k] —m)
= (0,0,0,0,0,0,0,5,0,0,0,0,—2,0,0,0,0,0) - if;;n(S),

i(G — Ngla] — x) = i(G — Ng[a] —x —my) — i(G—Ngla] — x — Ng[m]—N¢[y])
= i(P,)i(S) — i(S—Ng[m])

=(3,0,0,—-1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) * i, (S).

Sonug olarak elde edilen denklemlerden X matrisi yukarida verilen matris olmak tlizere

iaxy(G) =X lum(S)
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esitligine ulagilir.

Ayrica, Teorem 4.5.2°deki G = (V, E) grafinda S = P, oldugu durum diisiiniildiigiinde

ium(P) =1[8,3,2,3,1,2,1,5,6,5,4,3,2,2,1,2,2,3]T oldugundan

laxy(G) =X-[8,3,2,3,1,2,1,5,6,5,4,3,2,2,1,2,2,3]"

sonucu ortaya ¢ikmaktadir.

45.3. Teorem. G = H(t,9,,+,9,_1) grafi bir ¢ift kathh benzenoid zincir S =
H(9,,93,++,9,_1) grafi ve bir naftalin molekiiliiniin k,,m € V kdselerine sahip bir
patika olan P, boyunca kaynasmasi ile olusan bir graf olsun (Sekil 4.4 (i) sikkinda

goriilebilir). O zaman

21 -8 -6 -8 3 03 00 0 O OOOO0OO0OO0OUO
5 0 -2 -21000O0OO0OO0O0O0OO0OUO0OTO0OTGO0OTGO
6 -3 0 -2 001 O0O0OOO0OO0OO0OO0OO0OO0OTPO
5 =2 0 0O 0 00OOOUOUOOOOOGO0OD®O0OTO
2 -1 0 0O 0 00OOOUOUOOOOTGO0OD®O0OTO
3 0 0 -1 0 000 0 O OOOOTUOTGOUODO
1 0 0 0O 000 OOOUOOOOTO0OO0OTUO OO
16 -6 -6 -8 3 0 3 0 0 0 0 00 0 O OO0OTPO
y = 15 -5 -6 -6 3 0 2 0 00O O OO0OOO0OO0OTPO
16 -8 -4 -6 2 0 3 0 0 0 00 0 0 O0O0O0OTGO
12 -4 -6 -6 3 0 2 0 0 0 O0OO0OO0OO0OOOTO0OTGO
10 -5 -4 -4 2 0 2 0 0 0 O O O OO OO0OTO
4 0 -2 -21 0 0 0 O0OO0OOOOO0OO0OO0OTUO0OTO
4 -2 0 0O 000 OOOOUOOOOOUODO0OUO
4 -2 0 -2 0 01 O OOOOOOO0OO0OTO0OTUO
6 -3 0 -2 0 01O0O0O0OOO0OO0OO0OO0OO0OO0OTPO
3 -1 0 0O 00 0OOOOUOUOOOOTGO0OD®O0OTO
L5 0 -2 -21000O0O0OO0OO0OO0ODO0ODO0OO0OTO0OTPO

olmak tlizere
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lapc(G) =Y~ ljgm(S)

denklemi saglanir.

Ispat. iy, (G) icin bu vektdriin tanimi goz 6niine alindiginda i(G), i(G — Ng[a]), i(G —
N¢[b]),i(G — Ng[c]),++,i(G — Ng[c] — b),i(G — N;[a] — b) degerlerinin bulunmasi
gereklidir. i(G) = (21,-8,—-6,-8,3,0,3,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) * i)m(S), i(G—
N¢[a]) = (5,0,-2,-2,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) * iy;m(S) Teorem 4.52’nin
ispatindan bilinmektedir. Bu iki deger haricindeki degerler kd, lx, my kenarlarinin her
deger icin gerekli olan kombinasyonlarda S grafin1 naftalin molekiilinden ayrilacak
sekilde silinerek ve Lemma 3.1.2°de verilen rekiirans bagintilar1 kullanilarak su sekilde

hesaplanir:

i(G — Ng[b]) = i(G — Ng[b] = my) — i(G — Ng[b] — Ng[m] — Ng[y])
= i(G — Ng[b] —my — kd) — i(G — Ng[b] — my — Ng[k] — Ng[d])
—i(G = Ng[b] = Ng[m] = Ns[y])
= i(G — Ng[b] —my — kd) — i(G — Ng[b] — my — Ng[k] — Ng[d])
—i(G = Ng[b] = Ng[m] = Ns[y] — kd)
+i(G — Ng[b] — Ng[m] — Ng[y] — Ng[k] — Ng[d])
= 1(P)i(Pp)i(S) — i(Pi(S — Ng[kD) — i(P)i(S — Ng[m])
+i(S = Ng[k] = Ng[l] = Ng[m])
=(6,-3,0,—2,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) * iz (S),

i(G — Nglc]) = i(G — Nglc] — kd) — i(G — Ng[c] — Ng[k] — Ng[d])
= i(P3)i(S) — i(P)i(S — Ng[k])

=(5,-2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) - iy (S5,
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i(G — Ng[b] = Ng[c]) = i(G — Ng[b] — Nglc] — kd)
—i(G — Ng[b] — Ng[c] — Ng[k] — Ngld])
= {(P)i(S) — i(S — Ng[k])
= (2,-1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) - ixyn(S),
i(G — Ng[b] — N¢gla]) = i(G — Ng[b] — N¢la] — my)
—i(G — Ng[b] — Ngla] — Ng[m] — N¢[y])
= {(P)i(S) — i(S — Ng[m])
= (3,0,0,—1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) - ixyn(S),
i(G — Ngla] — Ng[b] — Nglc]) = i(S)
=(1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) - ix;m(S),
i(G—c)=iG—c—my)—i(G—c—Ng[m] — N¢[y])
=i(G —c—my—lx) —i(G — c —my — Ng[l] — Ng[x])
—i(G — ¢ — Ng[m] — N¢[y])
=i(G—c—my—lx—kd) —i(G — c —my — lx — Ng[k] — Ng[d])
—i(G —c —my — Ng[l] — Ng[x]) — i(G — ¢ — Ng[m] — Ng[y]D)
=i(G —c—my—lx—kd) —i(G — c —my — lx — Ng[k] — Ng[d])
—i(G — c —my — Ng[l] — Ng[x]) — i(G — ¢ — Ng[m] — Ng[y] — Ix)
+i(G — ¢ — Ng[m] — Ng[y] — N¢[l] — Ng[x])
= i(G—c—my—lx —kd) — i(G — c —my — lx — Ng[k] — Ng[d])
—i(G — ¢ —my — Ng[l] — Ng[x]) — i(G — ¢ — Ng[m] — Ng[y] — lx — kd)
+i(G — ¢ — Ng[m] — Ng[y] — Ix — Ng[k] — N¢[d])
+i(G — ¢ — Ng[m] — N¢[y] — Ng[l] — Ng[x])
= {(PI(PI(S) — i(PI(P)i(S — Nglk]) — i(P)i(P2)i(S — Ng[l])
—i(P)i(S = Ng[m]) + i(P,)i(S — Ng[k] — Ng[1] = Ng[m])

+i(P,)i(S — Ng[l] — Ng[m])
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= (16,—6,—6,—8,3,0,3,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) - iz, (S),
i(G —b) =i(G—b—my) —i(G—b— Ng[m] — N¢[y])
= i(G—b—my—Ix)—i(G—b—my— Ng[l] - Ng[x])
—i(G — b — Ng[m] — Ne[y])
= i(G—b—my—Ix —kd) — i(G — b —my — lx — Ng[k] — Ng[d])
—i(G — b —my — Ng[l] — Ng[x]) — i(G — b — Ng[m] — N¢[y])
= i(G—b—my—Ix —kd) — i(G — b —my — lx — Ng[k] — Ng[d])
—i(G — b —my — Ng[l] — Ng[x]) — i(G — b — Ng[m] — N¢ly] — Ix)
+i(G — b — Ng[m] — N¢[y] — Ng[l] — Ng[x])
=i(G—b—my—Ix—kd) —i(G—b—my — lx — Ng[k] — Ng[d])
—i(G — b —my — Ng[l] — Ng[x]) — i(G — b — Ng[m] — Ng[y] — Ix — kd)
+i(G — b — Ng[m] — Ng[y] — lx — Ng[k] — Ng[d])
+i(G — b — Ng[m] — Ng[y] — N¢[l] — N¢lx])
= i(Pp)i(P3)i(S) — i(P3)i(S — Ng[k]) — i(PDi(PL)i(S — Neg[l])
—i(P)i(Py)i(S — Ng[m]) + i(P)i(S — Ng[k] — Ng[l] = Ng[m])
+i(P2)i(S — Ng[l] — Ng[m])
= (15,-5,-6,-6,3,0,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) - iz;m(S),
i(G=b—c)=i(G—b—c—my)—i(G—b—c—Ng[m]—Ng[y]
= i(G—b—c—my—1lx)—i(G—b—c—my—Ng[l] — Ng[x])
—i(G — b — ¢ — Ng[m] — N¢[yD)
= i(G—b—c—my—lx—kd)
—i(G —b —c —my — Ix — Ng[k] — Ng[d])
—i(G — b —c—my — Ng[l] = Ng[x]) — i(G — b — c — Ng[m] — N¢[y])
=i(G—b—c—my~—lx—kd)
—i(G —b —c —my — Ix — Ng[k] = Ne[d])
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—i(G — b —c —my — Ng[l] — Ng[x])

—i(G —b —c — Ng[m] — Ng[y] — Ix)

+i(G — b — ¢ — Ng[m] — Ng[y] — Ng[l] — N¢[x])

= i(G—b—c—my—lx—kd)

—i(G — b —c —my — Ix — Ng[k] — Ng[d])

—i(G — b —c—my— Ng[l] = Ng[x])

—i(G —b — ¢ — Ng[m] — Ng[y] — lx — kd)

+i(G — b — ¢ — Ng[m] — Ng[y] — Ix — Ny [k] — Ng[d])

+i(G — b — ¢ — Ng[m] — Ng[y] — Ng[1] — Ng[x])

= [(PI(PI(P)i(S) — i(P)i(P)i(S — Nglk])

—i(P)i(Py)i(S — Ng[l]) — i(Py)i(P)i(S — Ng[m])

+i(P)i(S — Nglk] — Ng[l] — Ng[m]) + i(P,)i(S — Ng[l] — Ng[m])

= (12,—4,-6,-6,3,0,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) - in(S),
i(6G-b—-a)=i(G-b—a—my)—i(G—b—a—Ng[m]—NglyD

=i(G—b—a—my—Ix)—i(G—b—a—my—Ng[l] - Ng[x])

—i(G —b —a— Ng[m] — Ng[yD

= i(G—b—a—my—Ix—kd)

—i(G —b —a —my — Ix — Ng[k] — Ng[d])

—i(G —b—a—my — Ng[l] = Ng[x]) — i(G — b — a — Ng[m] — Ng[y])

= i(G—b—a—my—Ix—kd)

—i(G —b —a—my — Ix — Ng[k] — Ng[d])

—i(G —b—a—my— Ng[l] — N¢[x])

—i(G —b—a— Ng[m] — Ng[y] — Ix)

+i(G — b —a — Ng[m] — Ng[y] — Ng[l] — N¢lx])

=i(G—b—a—my—Ix— kd)
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—i(G — b —a —my — Ix — Ng[k] — Ng[d])
—i(G — b —a—my— Ng[l] — N¢[x])
—i(G — b —a — Ng[m] — Ng[y] — lx — kd)
+i(G — b — a — Ng[m] — Ng[y] — Ix — Ng[k] — Ng[d])
+i(G — b — a — Ng[m] — Ng[y] — Ng[1] — Ng[x])
= i(P)i(P3)i(S) — i(P3)i(S — Nglk])
—i(Pi(P)i(S — Ng1]) — i(P)i(P)i(S — Ng[m])
+i(P)i(S — Ng[k] — Ng[1] — Ne[m]) + i(P)i(S — Ng[1] — Ng[m])
= (10,—5,—4,—4,2,0,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) - i (S),
i(G — Ng[a] — ¢) = i(G — Ng[a] — ¢ —my) — i(G — Ng[a] — c—Ng[m] — N¢s[y])
= i(G — Ngla] — c —my — Ix)
—i(G — Ng[a] — c—my — Ng[l] — Ng[x])
—i(G — Ng[a] — c=Ng[m] — Ng[yD)
= i(G — Ngla] — c —my — Ix)
—i(G — Ng[a] — c—my — Ng[l] — Ng[x])
—i(G — Ngla] — c=Ng[m] — Ng[y] — Ix)
+i(G — Ngla] — c—=Ng[m] — Ng[y]—N¢[l] — N¢[x])
= {(Pi(Pi(S) — i(P)i(S — Ng[l]) — i(P)i(S — Ng[m])
+i(S — Ng[1] = Ne[m])
= (4,0,-2,-2,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) - ixym(S),
i(G — Ng[c] —a) = i(G — Ng[c] —a — kd) —i(G — Ng[c] — a—Ng[k] — Ng[d])
= {(Pi(Pi(S) — i(P)i(S — Nglk])
= (4,—2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) - ixm(S),
i(G — Ng[b] — ¢) = i(G — Ng[b] — ¢ —my) — i(G — Ng[b] — c—Ng[m] — Ng[y])
= i(G — Ng[b] — ¢ — my — kd)

119



—i(G — Ng[b] — c=my — Ng[k] — N¢[d])

—i(G — Ng[b] — c=Ng[m] = Ng[yD)

= i(G — Ng[b] — ¢ — my — kd)

—i(G — Ng[b] — c=my — Ng[k] — N¢[d])

—i(G — Ng[b] — c=Ng[m] — Ng[y] — kd)

+i(G — Ng[b] — c—Ng[m] — N¢[y]—Nglk] — Ng[d])

= 1(PDi(P)i(S) — i(Pi(S — Nglk]) —i(P)i(S — Ng[m])

+i(S — Nglk] — Ng[l] — Ng[m])

= (4,-2,0,-2,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) * i;n(S),
i(G — Ng[b] — a) = i(G — Ng[b])

= (6,-3,0,—2,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) * i;n(S),
i(G — Ng[c] = b) = i(G — Ng[c] — b — kd) — i(G — Ng[c] — b—Ng[k] — Ng[d])

= i(P)i(S) —i(S — Ngl[k])

=(3,-1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) * ifm(S),
i(G — Ngla] = b) = i(S — Ng[a])

=(5,0,-2,-2,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) * iz (S).

Elde edilen denklemlerden Y teoremin ifadesinde verilen matris olmak iizere iy (G) =

Y+ i}im(S) sonucuna varilir.

45.4. Teorem. G = H(t,9,,:+,9,_1) grafi bir ¢ift kath benzenoid zincir S =
H(9,,93,++,9,_1) grafi ve bir naftalin molekiiliiniin k,[,m € V kdselerine sahip bir
patika olan P, boyunca kaynasmasi ile olusan bir graf olsun (Sekil 4.4 (i) sikkinda

goriilebilir). O zaman
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21 -8 -6 -8 3 03 00 O OO O O O OO0OTPO
6 -3 0 -2 001 0O0OO0OO0O O O0O O0O OOUDO
5 =2 0 0O 000 OOOOO O O O OO0UO
0 O 0 o o008 0 0 O0OO0O-30-302020
0 O 0 o 000500O0O0-20 0 000
2 -1 0 o 000 O0OOOOO O O O O0OUO0wo0
0 O 0 0o 0002 00O0OO0O-10 0 0O0OPO
3 -5 -3 0 0000 OOOO0O O O O O0OO0OTPO
7 = 16 -6 -6 -8 3 0 30 0 0 0 O O O O O OO
15 -5 -6 -6 3 02 00O0O0OO0O O O O O0OO0OTO
8 -3 -3 0 00 O0OOOOOO O OO OOTPO®O
12 -4 -6 -6 302 00 0O0O0 O OO0 O0O0O0
4 -2 0 0O 000 OOOOO O O O OO0UO
0 O 0 0O 000 6 0000 -20 -300P0
5 =2 0 0O 000 OOOOO O O O OO0OTPO
3 -1 0 o 00 0O0O0OOOOO OO O OO0OTO
0 O 0 o 00 08 00 OO -30-300P0
4 -2 0 -2 0010O0O0OO0OO0OO0O O O0O O0OO0OTUDO

olmak tlzere

ibcy(G) =Z " igm(S)

denklemi saglanir.

Ispat. lk olarak Teorem 4.5.2 ve Teorem 4.5.3’iin ispatlarindan asagidaki esitlikler

mevcuttur.

i(G) =(21,-8,-6,-8,3,0,3,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) * i, (S)
i(G — Ng[b]) = (6,-3,0,—2,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) * is;n(S),
i(G — Ng[c]) = (5,-2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) * i, (S),
i(G — Ng[y]) = (0,0,0,0,0,0,0,8,0,0,0,0,—3,0,—3,0,0,0) * is;n(S),
i(G — Ng[c] — Ng[b])) = (2,-1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) * ip;n(S),

i(G —y)=(13,-5-3,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) - i}y (S),
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i(G—c)=(16,-6,-6,-8,3,0,3,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) * iz (S),
i(G —b) =(15,-5,-6,-6,3,0,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) * ixn(S),
i(G—c—b)=(12,-4,-6,-6,3,0,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) - i1 (S),
i(G — Ng[c] -b)=(3,-1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) - iys;n(S),

i(G— Ng[b] —¢) =(4,-2,0,-2,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) * ip1n(S).

ipcy(G) vektoriniin geriye kalan degerlerinin hesabi kd, x, my kenarlarinin her deger
icin gerekli olan formlarda S grafini naftalin molekiiliinden ayrilacak sekilde silinerek ve

Lemma 3.1.2°de verilen rekiirans bagintilar1 kullanilarak su sekilde tamamlanir:

i(G — Nglc] = NelyD = i(G — Nglc] = Nglyl — kd)
—i(G — Ng[c] — Ng[y]—Ng[k] — Ng[d])
= i(P3)i(S —m) — i(P)i(S — Ng[k] —m)
=(0,0,0,0,0,0,0,5,0,0,0,0,—2,0,0,0,0,0) * i} (S),
i(G — Ng[b] — Nglc] = NglyD = i(G — Ng[b] — Nglc] — N[yl — kd)
—i(G — Ng[b] — Nglc] — Ng[yl—=Ng[k] — Ng[d])
= i(P)i(S —m) — i(S — Ng[k] —m)
=(0,0,0,0,0,0,0,2,0,0,0,0,—1,0,0,0,0,0) * ijym(S),
i(G—c=y)=i(G—c—y—1lx)—i(G—c—y—Ng[l] - Ng[x])
=i(G—c—y—lx—kd) —i(G — c — y—Ix — Ng[k] — Ng[d])
—i(G — ¢ —y=Ng[l] — Ng[x])
= 1(Py)i(S) — i(P)i(S — Ng[k]) — i(P)i(S — N¢[I)
= (8,-3,-3,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) * iy (S),
i(G — NgIb] —y) = i(G — Ng[b] — y — kd) — i(G — Ng[b] — y—N¢l[k] — N¢[d])

= 1(P)i(PDi(S) — i(PDi(S — Nglk])
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= (4,—2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) - is;n(S),
i(G — Ngly] = b) = i(G — Ng[yl = b — Ix) — i(G — Ng[y] — b—Ng[l] — Ng[x])

=i(G — Ng[y] — b — Ix — kd)

—i(G — Ngl[y] — b—Ix — Ng[k] — Ng[d])

—i(G — Ng[y] = b—Ng[l] — Ng[x])

= i(P)i(P,)i(§ —m) —i(P)i(S — Ng[k] —m)

—i(P)i(S — Ng[l] —m)

=(0,0,0,0,0,0,0,6,0,0,0,0,—2,0,—3,0,0,0) - i} (S),
i(G — Nglc] —y) = i(G — NglcD)

= (5,—2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) - is;n(S),
i(G = Nglyl —¢) = i(G = Ng[yD

=(0,0,0,0,0,0,0,8,0,0,0,0,—3,0,—3,0,0,0) * iz (S).

Elde edilen denklemlerden Z teoremin ifadesindeki matris olmak tlizere

ibcy(G) =Z " igm(S)

denklemi saglanir.

455. Sonug. G = H(y,9,,,9,_1) grafi bir ¢ift katli benzenoid zincir S =
H(9,,93,++,9,_1) grafi ve bir naftalin molekiiliiniin m, [, k € V kdselerine sahip bir
patika olan P, boyunca kaynasmasi ile olusan bir graf olsun (Sekil 4.4 (ii) sikkinda

gortlebilir). O zaman

123



21 -8 -6 -8 0 3 300 0 O OO O O O O O0f
0 0 0 o 0000 080 0O0-30 -390 0
0 0 0O -2 001086 0O0O0O0O O0O O0 0 0 -3
5 -2 -2 0 010O0O0OO0O0O0OO0OO0OTO0OO0 O 0 O
0 0 0 0o 0000 2 0O0O0OO0OO0OO0OO0 0 -1
0 o0 0 o 00 o0O0OOOOZ3O0-10 0 00
0 0 0 o 0000 O0OOOT1TO0O O O O O0 O
16 -6 -4 -8 0 2 3 0 0 0 0OOO O O O O O
X' = 15 -5 0 -6 0 0 2 0000 OO O O O O O
3 0 -3 =500 0 O0O0OO0OO0OO0ODO0OO0O O0O O0O O O
2 -4 0 -6 0020 0 O0O0OO0OO0O O O O0O O O
10 O O 400 00 OO0OOO0OO0O OO O 0 O
0 0 0 0o 0000 O 6 000 -3 0 -20 0
3 0 -1 0O 000 OOOOOO O O O0 o0 O
0 0 0O -2 001040O0OO0OO0OO0OO0 0 0 -2
0 o0 0O -1 0000 3 00O0OO OO O0O O0 O
3 -1 0 o 0000 O0OOOOOTO O O O0 O
L0 0 0 o 000 OOS5O0O0OO0-20 0 0 o0

olmak tlzere

iyxa (G) = X' ik (S)

denklemi saglanir.

Ispat. Teorem 4.5.2, 4.5.3 ve 4.5.4’{in ispatlarinda lyxq(G) vektoriiniin tiim satirlarindaki

degerler X,Y,Z matrislerinden biri ile iy, (S) vektoriiniin ¢arpimi olarak elde
edildiginden bu degerlerin diizenlenerek bir matris ile iy, (S) vektoriiniin ¢arpimi

formunda da yazilabilecegi i, (S) Ve ixim (S) vektorlerinin tanimindan goriilebilir.

Bu formda yazildiginda bu matris X’ olmak {izere ij,q(G) = X'+ im;(S) denkleminin

saglandig1 goriiliir.

45.6. Sonu¢. G = H(y,V9,,++,9,_1) grafi bir ¢ift katli benzenoid zincir S =

H(9,,93,++,9,_1) grafi ve bir naftalin molekiiliiniin m, [, k € V kdselerine sahip bir
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patika olan P, boyunca kaynasmasi ile olusan bir graf olsun (Sekil 4.4 (ii) sikkinda

goriilebilir). O zaman

21 -8 -6 -8 0 3 3 0 0 0O O O O O O O O
5 0 0O -2 00 0 00 O0OOOO0OO0OO0OO0OTUO0OTDO
6 -2 0 -3 00 1 0 0O OO0OOOOO0OO0OO0OTDO
5 -2 -2 0 01 0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OTUO0OTO0OTO0
3 -1 0 0o 000 0O OOOUOOOOO0OTUO0ODO
2 0 0 -1 0 000 0 O OOOOTGOTGOUODO
1 0 0 0O 0 0 00OOOOTOOUOUOUOO0OTGO
16 -6 4 -8 0 2 3 0 0 0 0O OO OO0OO0OTO0OTDO

Y = 15 -6 -6 -5 0 3 2 00O0O0O0O0O0O0O0O0O0

16 -8 -6 -6 0 3 3 0 0 0 0 00 0 O0O0OO0OTO
10 -4 -4 -5 0 2 2 0 0 0 0 O O O O OOTO
12 -6 -6 -4 0 3 2 0 0 0 0 OO OOO0OO0OTO
4 0 0O -2 0 0 0 0 0O OOOO0OO0OO0OO0OO0OTD O
4 -2 -2 0 01 0 OOOOOOO0OO0OO0OO0OTO0
6 -2 0 -3 00 1 0 O OO0OOOOO0OO0OO0OTDO
4 -2 0 -2 001 0 0O O0OOOOOO0OO0OO0OTPO
5 -2 -2 0 01 0O0O0OO0OO0OUO0OO0OTO0OO0TUO0TO0TO0
3 0 0O -1 0 00 0 0O OOOOOO0OO0O O O

olmak tlizere

lcpa(G) = Y’ ik (S)

denklemi saglanir.

Ispat. Teorem 4.5.2, 4.5.3 ve 4.5 4’iin ispatlarinda i, (G) vektoriiniin tiim satirlarmdaki
degerler X, Y, Z matrislerinden biri ile iy, (S) vektoriiniin ¢arpimi olarak elde edilmistir.
Bu c¢arpimlarlarin farkli bir sekilde ifade edilerek bir matris ile i,,;;,(S) vektoriiniin
carpimi formunda da yazilabilecegi Merrifield-Simmons vektorii tanimindan goriilebilir.
Bu formda yazildiginda bu matris Y’ olmak tizere i.,q(G) =Y’ * iy (S) denkleminin

saglandig1 goriiliir.
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45.7. Sonug. G = H(y,9,,--,9,_1) grafi bir ¢ift katlh benzenoid zincir § =
H(9,,93,++,9,_1) grafi ve bir naftalin molekiiliiniin m, [, k € V kdselerine sahip bir
patika olan P, boyunca kaynasmasi ile olusan bir graf olsun (Sekil 4.4 (ii) sikkinda

goriilebilir). O zaman

21 -8 -6 -8 0 3 300 0 O0OOO0O O O O 0 O
0 O 0 0O 000 OOS8O0OO-30-300
5 0 o -2 0000 O0O0OO0OO0OO0OCO0OO0O O O0UDO
6 -2 0 -3 00 1 0 0 O OO0OO0O O OO OPO
2 0 o -1 0 000 0 O0OOOO O O O O0°UDO
0 0 0 0o 0 00 O0OOS5O0O0O0O-20 0 000
0 O 0 0O 00 0OOZ20O0OO0O-10 0 00O
15 -6 -6 -5 0 3 2 0 0 0 0O OO O O O O0UO
7 = 16 -8 -6 -6 0 3 30 0 0 0 0 O O O O 0O
3 0 -3 -5000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0O 0O O0O OO
12 -6 -6 -4 0 3 2 00 O0O0O0OO0O O O O0O OUO
8 0 -3 -300 0 O0OOO0OOOO OO O OO
0 O 0 0O 000 OOOG6O0ODO0ODO0O-20 -300
4 0 0O -2 0000 O0O0OO0OO0OO0OO0OO0O 0 O0WDO
3 0 0 -1 0 000 0 O0OOOO O O O O0°UDO
5 0 o -2 0000O0O0OO0OO0OO0ODTO0OO0O O O0UPO
4 -2 0 -2 0 01 0OO0OOOOO O O O O0ODO0
L0 0 0 0O 00 O0OOS8O0OO-30 -3 0 0

olmak tzere

iycb @) = AR Ik (S)

denklemi saglanir.

Ispat. Teorem 4.5.2, 4.5.3 ve 4.5.4’iin ispatlarinda i, (G) vektdriiniin her igerigindeki
degerler X,Y,Z matrislerinden biri ile iy, (S) vektoriiniin ¢arpimi olarak elde
edildiginden bu degerlerin diizenlenerek bir matris ile i, (S) vektoriiniin ¢arpimi

formunda da yazilabilecegi m, [, k koselerini igeren P, patikasi tizerindeki Merrifield-
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Simmons vektorii tanimindan gdzlemlenebilir. Bu formda yazildiginda bu matris Z’

olmak tizere iyc, (G) = Z' * i1 (S) denkleminin saglandigr goriiliir.

Buraya kadar olan teoremler ve sonuglar ile Onerilen metotta ¢ift katli benzenoid
zincirlerin Merrifield-Simmons indeksinin hesabi elde edilen X, X', Y,Y’, Z, Z' matrisleri
ve [8,3,2,3,1,2,1,5,6,5,4,3,2,2,1,2,2,3]" vektoriiniin verilen ¢ift katli benzenoid
zincire gore uygun bir ¢arpimi ile yapilabilmektedir. Asagidaki 6rnekte sunulan metodun

bir uygulamasi gosterilmektedir.

45.8. Ornek. G = H(t,v,y,7) grafi asagidaki sekilde verilen bir ¢ift katli benzenoid

zincir olsun.

Sekil 4.6. Cift katli benzenoid zincir G = H(t,y,y,T)

G = H(t,y,y,7) cift katli benzenoid zincirinin Merrifield-Simmons indeksi 6nerilen
metot kullamilarak S7, S, ST §1V SV karsihik gelen alt graflar olmak {izere asagidaki

sekilde hesaplanabilir:

laxy(G) = X " ijgm(S") = X - Z' - iger(S") =X -Z" - YV - ip;;(S"T)
=X-Z""Y'"Z " ips(S")
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=X-Z''Y' 7Y ipy(S)

=X-Z'-Y' - Z-Y - iy (Py).

Bu denklemde i,,,,,, (P,) ifadesi yerine yazilarak

loy(H(T,y,y,0))=X-2"-Y'-Z-Y-[8,3,2,3,1,2,1,5,6,5,4,3,2,2,1,2,2,3]"

denklemine ulagilir.

Sonug olarak

iaxy(G = H(z,y,7,7)) = [5967989, 1555736, 1253034, 1733170, 526867, 485079,
204036,4234819, 4714955, 4412253, 3508652, 3644298, 1076343, 1253777, 7261

67,767955,1206303,1070657]"

ifadesi elde edilir.

Bu esitlikten i(G) = 5967989 basta olmak iizere

i(G — Ng[a]) = 1555736,i(G — N;[x]) = 1253034, i(G — Ng[y]) = 1733170

,-+,i(G — Ng[y] = x) = 1206303, i(G — N;[a] — x) = 1070657

degerleri de elde edilmektedir.
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4.6. Baz1 Ozel Tipteki I¢ Noktali-Yogunlastiriimis Benzenoid Sistemlerin Hosoya ve

Merrifield-Simmons Indekslerinin Hesaplanmasi

Bu béliimde Gutman ve ark. (1989) tarafindan Hosoya indekslerinin hesabina yonelik
indirgeme bagmtilar1 verilmis olan iki 6zel tipteki i¢ noktali-yogunlastirilmis benzenoid
sistem tiiriiniin Hosoya ve Merrifield-Simmons indekslerinin hesaplarint matris ve vektor
carpimlar1 yoluyla hesaplayan metotlar onerilecektir. Bu metotlarda kullanilmak tizere
onceki boliimlerde tanimlanan vektorlerin uyarlamalari olan yeni vektorler tanimlanarak

teoremler ve ispatlar bu vektorler iizerinden insaa edilecektir.

Gutman ve ark. (1989) tarafindan yapilan ¢alismada R,, ve P,, adlariyla kullanilan ikKi
Ozel tipte i¢ noktali-yogunlastirilmis benzenoid sistem Ornegi asagidaki sekillerde

gosterilmektedir.

Sekil 4.7. I¢ noktali-yogunlastirilmis benzenoid sistem R,,
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Sekil 4.8. I¢ noktali-yogunlastirilmis benzenoid sistem P,

Asagidaki iki sekilde bu boliim boyunca sunulacak olan teoremler ve sonuglarin

gorsellestirilmesinde kullanilacak olan R,, ve P,, sistemlerinin graf modeli verilmektedir.

Sekil 4.9. R, sisteminin graf yapisi

Sekil 4.10. P,, sisteminin graf yapis1
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Bir sonraki tanimda Bolim 4.4’te j =4 veya j =05 igin P; lizerinde tanimlanan

genellestirilmis Hosoya vektoriiniin bir uyarlamasi olacak sekilde bir P3 patikasi tizerinde

bir vektor 3-Hosoya vektorii adiyla tanimlanacaktir.

4.6.1. Tammm. G = (V, E) bir graf olsun. a, x € V koselerini ug koseler olarak i¢eren bir

P3 patikasi lizerindeki 3-Hosoya vektorii

Z(6)

| Z(G—-a)

Z(G—a—x)
olarak tanimlanir (Oz ve Cangul 2021).

4.6.2. Teorem. G = (V,E) bir S grafi ve ii¢ tane hekzagona sahip bir i¢ noktali-
yogunlastirilmis benzenoid sistemin m,n € V ug¢ koselerine sahip bir P3 patikasi

boyunca kaynasmasi ile olusan bir graf olsun (Sekil 4.9’da goriilebilir). O halde

148 70 70 30
70 36 34 16
70 34 36 16
30 16 16 8

olmak tzere
Zax(G) =A- Zmn(S)

denklemi saglanir (Oz ve Cangul 2021).
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Ispat. Z,(G) tammu geregi Z(G),Z(G —a),Z(G — x),Z(G —a — x) degerlerinin
hesaplanmas1 gereklidir. Bu degerler mk, nl € E kenarlan silinerek ve Lemma 3.1.1

kullanilarak su sekilde hesaplanir:

Z(G)=Z2(G—mk —nl) +Z(G—mk —n—1)
+Z(G-m—k—-—n)+Z(G-m—-—k—n-1)
= 148Z(S) + 70Z(S —n) + 70Z(S —m) + 30Z(S —m — n)
= (148,70,70,30) - Z,n (S),
Z(G-a)=Z(G—a—mk—n)+Z(G—a—mk—n-—1)
+Z(G—-a-m—-k—nl)+Z(G—-a—-m—-—k—n-—1)
=70Z(S)+34Z(S —n)+36Z(S—m)+ 16Z(S—m —n)
= (70,36,34,16) * Zpu(S),
Z(G—-x)=Z2(G—x—mk —nl)+ Z(G—x —mk —n—1)
+Z(G—-x—-m—-—-k—n)+Z(G—-x—m—-k—n-—1)
=70Z(S)+36Z(S—n)+34Z(S—m) +16Z(S —m —n)
= (70,34,36,16) * Zymn(S),
Z(G-a—x)=Z2Z(G—a—x—mk—nl)+Z(G—a—x—mk—n—1)
+Z(G—-a—-x—-m—-k—-n)+Z(G-a—x—m—-k—n-—1)
=30Z(S) +16Z(S—n) + 16Z(S—m) + 8Z(S—m —n)

= (30,16,16,8) - Z,,,n,(S).

148 70 70 30
70 36 34 16
70 34 36 16
30 16 16 8

Bu denklemlerden A = olmak tizere Z,(G) = A+ Zpn(S)

esitligine varilir.
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4.6.3. Sonuc¢. Sekil 4.7°de verilen n tane naftalin molekiiliine sahip i¢ noktali-

yogunlastirilmis benzenoid sistem R,, i¢in
Za(R,) = A"1-[148,70,70,30]"
denklemi saglanir (Oz ve Cangul 2021).

Ispat. Teorem 4.6.2°den Z,,.(G) = A - Z,,,,(S) denklemi mevcuttur. Bu denklemde G =
R, alinirsa Z, (R,) = A+ Zpn(Ry—1) elde edilir. Devaminda Z,,,,(R,_1) i¢in Teorem
4.6.2 uygulanir ve bu sekilde toplamda (n — 1) defa olacak sekilde ingirdeme yapilir ise
ST sistemin en sonuncu naftalin molekiilii olmak iizere Z,,(R,) = A" *-Z,,(S))
denklemine ulasilir. S” naftalin molekiilii oldugundan Z,,(S') = [148,70,70,30]"

olarak hesaplandiginda istenen sonug elde edilir.

Asagidaki tammda Bolim 4.4°te j =4 veya j =5 i¢in P; lizerinde tanimlanan
genellestirilmis Hosoya vektoriiniin bir diger uyarlamasi olacak sekilde bir P3 patikasi

tizerinde bir vektor genellestirilmis 3-Hosoya vektorii adiyla tanimlanacaktir.

4.6.4. Tanmm. G = (V, E) bir graf olsun. a, x, y € V koselerine sahip olan bir P53 patikasi

tizerindeki genellestirilmis 3-Hosoya vektorii

Z(G)
Z(G—a)
Z(G —x)
Z(G-y)
Zaxy(G) = Z(G —a—x)

Z(G—x—Yy)

Z(G-a—-y)

1 Z(G—a—x—Yy)]
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olarak tanimlanir (Oz ve Cangul 2021).

4.6.5. Teorem. G = (V,E) bir S grafi ve li¢ tane hekzagona sahip bir i¢ noktali-

yogunlastiritlmis benzenoid sistemin k,[,m € V koselerinden olusan bir P3 patikasi

boyunca kaynagmasi ile olusan bir graf olsun (Sekil 4.10°da goriilebilir). O halde

(107
52
45
52
31
31
21

L 21

olmak lizere

63
32
26
31
19
18
13
13

55
24
25
24
15
15

denklemi saglanir (Oz ve Cangul 2021).

63
31
26
32
18
19
13
13

34
16
15
15
10

6
6

34
15
15
16

10
6
6

Zaxy(G) =B- Zklm(S)

37
19
15
19
11
11
8
8

217
10

)}

NNERNINCN

Ispat. Tanim 4.6.4’ten Z(G),Z(G — a),Z(G — x),Z(G —v),Z(G —a — x),Z(G — x —

¥),Z(G—a—y),Z(G — a— x —y) degerlerinin hesaplanmas1 gereklidir. Bu degerler

md, lc, kb kenarlar silinerek ve Lemma 3.1.1 kullanilarak asagidaki sekilde hesaplanir:

Z(G)=Z(G—md —lc—kb)+Z(G—md —lc—k —b)

+Z(G-md—-1l—c—kb)+Z(G—md—-1l—c—k—Db)

+Z(G-m—-d—-Ilc—kb)+Z(G—m—d—Ilc—k—Db)
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+Z(G-m—-—d—-1l—c—kb)+Z(G—-m—-d—-1l—c—k—D»b)
=107Z(S) + 63Z(S—k) +55Z(S—-1)+34Z(S—k—1)

+632(S —m) +37Z(S — k —m) + 34Z(S — | —m) + 21Z (S - k)

[—m
= (107, 63,55, 63,34,34,37,21) * Zi;n (S),

26-0=2(" ) vz (00T

+Z (ff_“c__";ii) +2 (—(l;—_ okl ¢ »)

+Z( G—a—m )+Z(_ G—a—m )

—d —lc — kb d—lc—k—b
+Z (—dG—_l iy r—nkb) +2(_, ¢ ek b)

= 527(S) + 32Z(S — k) + 24Z(S — ) + 16Z(S — k — 1)

+31Z(S —m) + 192(S —k —m) + 15Z(S — L — m) + 10Z (f__:l)
= (52,32,24,31,16,15,19,10) * Zin (S),

G—x—md)+Z(G—x—md)

Z(G_x)=z( Ic — kb —lc—k—b

+Z (Ez_—xc_—nllcg) +2 (—?—_ c i < »)

+Z (—fi )t (—dG—_lf ely)

+Z (—dG—_l iy T—nkb) +z(_, ¢ ek — b)

= 452(S) +26Z(S — k) +25Z(S— 1) + 152(S —k — 1)

S—k)

+262(S —m) +152(S —k —m) +152(S =1 -m) +92 (] _ *

= (45, 26,25,26,15,15,15,9) * Zim (S),

26-y =2 (2 ez (670 M)

w202 )+ 2 (20 50)
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+Z (—iz A RY (—dG—_zgl Trep)

+Z (—dG—_ly—_c ") H2 (g N e k—b)

=52Z(S)+31Z(S—k)+24Z(S—-D+15Z(S—k -1

+322(S —m) +192(S —k —m) + 16Z(S — I —m) + 10Z (5 ~ k)

l—m
= (52,31,24,32,15,16,19,10) * Z;;;;n (S),

G—a—x )+Z(G—a—x—md)

Z(G_a_x):Z(—md—lc—kb —lc—k—b

+Z(G—a—x—md)+Z(G—a—x—md)

—l—c—kb l—c—k—b
+Z (G—; ‘i?cx__k};") +2 (—Gd_—alc_ )

G—a—x—m G—a—x—m
+Z(—d—l—c—kb)+Z(—d—l—c—k—b)
= 312(S) + 192(S — k) + 152(S — 1) + 10Z(S — k — 1)

S—k)

+182(S —m) +112(S —k —m) + 92(S — L -m) + 62 (; "

= (31, 19, 15; 18; 10: 9! 11! 6) ' Zklm(S)v

2G-x-7) :Z(—nfd_—xlc_—ykb)+Z(G:zi:%:2nd)

—+

20y ) ()

+Z (G—; )t (—Gd_—xlc_ 2

tZ (—Gd_—xz_—i VAR (—; S5

=312(S) + 18Z(S—k) + 15Z2(S— 1) + 9Z(S —k — ]

S—k)

+192(S —m) +112(S —k —m) +10Z(S — L -m) + 62 (} _ *

= (31,18,15,19,9,10,11,6) * Ziym (S),
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Z(G_a_y):Z(—nfd_—az;—ykb)+Z(G:zccl:i:2nd)

“+

(O )2 (L2

+Z (G—:z )t (—Gd_—alc_ 2 )

+Z (—Gd_—az AR (—c? S5

=21Z(S)+13Z(S—-k)+9Z(S-D+6Z(S—k—-1)

S—k)

+13Z(S—m)+8Z(S—k—m)+6Z(S—l—m)+4Z(l_m

=(21,13,9,13,6,6,8,4) * Zim(S),

26G-a-x-y) =z (00" X"V )pg( BT XY )

+Z (—id_ AN Y (¢ e ilh Y

(" e e C L)

+z (G—_da—_l L)t (Ed_ S22

=21Z(S) + 13Z(S— k) +9Z(S— 1) + 6Z(S —k — )
+13Z(S —m) + 8Z(S —k —m) + 6Z(S — | —m)

S—k)

+4Z(l_m

=(21,13,9,13,6,6,8,4) * Ziym(S).
Elde edilen denklemlerden B yukarida verilen matris olmak iizere
Zaxy(G) =B Zym(S)

ifadesine ulasilir (Oz ve Cangul 2021).
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4.6.6. Sonug¢. Sekil 4.8’de verilen n tane naftalin molekiiliine sahip i¢ noktali-

yogunlastirilmis benzenoid sistem P, i¢in

Zaxy(Py) = B™-[18,8,8,8,5,5,3,3]"

denklemi saglanir (Oz ve Cangul 2021).

Ispat. Teorem 4.6.5’ten Zaxy(G) = B * Zj;,(S) denklemi saglanir. Bu denklemde G
yerine P, alindiginda Z,yy, (P, ) = B * Zyimn (Pp—4) elde edilir. Bu sekilde Zy, (Pp—1)
icin Teorem 4.6.5 tekrar uygulandiginda ve ardindan elde edilen denklem igin
uygulanarak bu sekilde devam ederek toplamda n defa olacak sekilde ingirdeme
yapildiginda S’ , P, sisteminin en sonuncu hekzagonu (benzeni) olmak iizere
Zaxy(Pn) = B™* Zy,(S") denklemine ulagilir. S” bir hekzagon (benzen) oldugundan
Zyy(S") = [18,8,8,8,5,5,3,3]" olarak agiktir. Sonug olarak Zgyy, (P,) = B™ -
[18,8,8,8,5,5,3,3]" denklemi ispatlanmus olur.

Boliimiin ilk kisminda 3-Hosoya vektorli tanimlanarak R,, sisteminin Hosoya indeksinin
hesab1 igin agik bir fonksiyon elde edilmisti. Simdi ise Bolim 4.5’tej =4 veyaj =5
i¢in P; lizerinde tanimlanan Merrifield-Simmons vektoriiniin bir uyarlamasini teskil
edecek sekilde bir P3 patikasi lizerinde bir vektor 3-Merrifield-Simmons vektorii adiyla

tanimlanacaktir.

4.6.7. Tamm. G = (V, E) bir graf olsun. a, x € V koselerini ug koseler olarak iceren bir

P patikasi izerindeki 3-Merrifield-Simmons vektorii
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i(G)
. _ i(G — Ngla])
@ =| 6~ Nglx)
i(G— Ng [a] — Ng [x])

olarak tanimlanir (Oz ve Cangul 2021).

4.6.8. Teorem. G = (V,E) bir S grafi ve li¢ tane hekzagona sahip bir i¢ noktali-
yogunlastirilmis benzenoid sistemin m,n € V ug¢ koselerine sahip bir P3 patikasi

boyunca kaynagmasi ile olugan bir graf olsun (Sekil 4.9°da goriilebilir). O halde

114 -34 -34 13
34 -8 -9 3
34 -9 -8 3
13 -3 -3 1

olmak iizere
lax(G) = C+ imn(S)
denklemi saglanir (Oz ve Cangul 2021).

Ispat. i, (G) vektoriiniin tanim geregi i(G),i(G — Ng[a]),i(G — Ng[x]),i(G —
Ng[a] — Ng[x]) degerlerinin bir vektor ile i,,,(S) vektoriiniin ¢arpimi seklinde
yazilmasi gereklidir. Bu formda bir yazim elde etmek icin mk ve nl kenarlar1 G

grafindan silinerek ve Lemma 3.1.2 kullanilarak asagidaki denklemler elde edilir:

i(G) = i(G —mk —nl) — i(G — mk — Ng[n]—Ng[1])

—i(G — Ng[m] — Ng[k] —nl) + i(G — Ng[m] — Ng[k] — Ng[n] — Ng[l])
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S = NG[m]>

= 114i(S) — 34i(S — Ng[n]) — 34i(S — Ng[m]) + 13i< Y
G

= (114, -34,-34,13) - imn(S),

i(G — Ngla]) = i(G — Ng[a] — mk —nl) — i (G — Nela] —Gn[zli]c>

—Ng[n] — N

(G — Ng[a] — Ng[m] { G—Ng[a] — Ng[m]
-i( Ny[k] -l )“<—Na[k]c—1va[n]31va[z]>

= 34i(S) — 9i(S — N¢g[n]) — 8i(S — Ng[m]) + 3i (S:le(iir]n]>
= (34,-8,-9,3) - imn(S),

G — Ng[x] — mk)
—Ng[n] — N¢l[l]

(G — Ng[x] = Ng[m]\ . .[{ G— Ng[x] — Ng[m]
_l< _No[k] — nl )+ (—NG[k]G—NG[n]iNG[l]>

i(G — Ng[x]) = i(G — Ng[x] — mk — nl) —i(

= 34i(S) — 8i(S — N;[n]) — 9i(S — N;[m]) + 3i (S__NAG’G[LT]”]>
= (34,—9,-8,3) " iy (S),

(G —=Ng[al\ ./G- - ( G—Ngla] — Ng[x]
(" o) =N =) i (e vt o)

.{ G — Ng[a] — Ng[x] .(G—Ngla] — Ng[x] — Ng[m]
‘l<—NG[mCi—NG[k]G— ) —Nglk] = Ny [n]—~Ng ] )

= 13i(S) — 3i(S — Ng[n]) — 3i(S — Ng[m]) + i(
= (13,-3,-3,1) " i;nn(S).

114 -34 -34 13
34 -8 -9 3

34 -9 -8 3
13 -3 -3 1

Sonu¢ olarak C = I olmak tizere i, (G) =C -+ ipn(S)

sonucuna ulasilir.
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4.6.9. Sonug. Sekil 4.7°de verilen n tane naftalin molekiiliine sahip olan R,, sistemi igin
igx(Ry) = C™"1-[114,34,34,13]7
denklemi saglanir (Oz ve Cangul 2021).

Ispat. Teorem 4.6.8°den iy, (G) = C * i,,,(S) denklemi mevcuttur. Dolayisiyla Sekil
4.7°de wverilen R, ig¢in iy (R,) = C *ipn(Ry_q) esitligine ulasilir. i,,,(R,_1) icin
Teorem 4.6.8 uygulanarak bu sekilde toplamda n — 1 defa olacak sekilde ingirdeme
yapildiginda S! sistemin en sonuncu naftalin molekiilii olmak {izere i, (R,) = C" -
[ (ST) denklemi elde edilir. S naftalin oldugundan i,,(S") = [114,34,34,13]7
oldugu a¢iktir. Buradan iy, (R,) = C™ 1 - [114, 34,34, 13]7 denklemi elde edilir.

Tanim 4.6.4’te genellestirilmis 3-Hosoya vektorii tanimlanarak P,, sisteminin Hosoya
indeksinin hesabi i¢in agik bir fonksiyon elde edilmisti. Bu sonucun devami niteliginde
P,, sisteminin Merrifield-Simmons indeksinin hesab1 i¢in agik bir fonksiyon elde etme
amactyla Bolim 4.5’te j =4 veya j =5 igin P; lizerinde tanimlanan Merrifield-
Simmons vektoriiniin bir diger uyarlamasini olusturacak bicimde bir P3 patika grafi
tizerinde bir vektor genellestirilmis 3 -Merrifield-Simmons vektorii adiyla asagidaki

sekilde tanimlanacaktir.

4.6.10. Tamm. G = (V,E) bir graf olsun. a,x,y € V koselerine sahip bir P3 patikasi

tizerindeki genellestirilmis 3-Merrifield-Simmons vektorii

|

iaxy(G) | l(G NG[ ]) |
[ i(G - NG[ )
i(G — Ngla] — Ngly])
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olarak tanimlanir (Oz ve Cangul 2021).

4.6.11. Teorem. G = (V,E) bir S grafi ve li¢ tane hekzagona sahip bir i¢ noktali-
yogunlastiritlmis benzenoid sistemin k,[,m € V koselerinden olusan bir P3 patikasi

boyunca kaynagmasi ile olusan bir graf olsun (Sekil 4.10°da goriilebilir). O halde

[134 —49 —45 —49 18)
|42 —-14 —-18 —-15 5 |
D=134 -13 -9 -13 5|
|l42 -15 —-18 -—14 5J|
18 -6 -9 -6 2

olmak lizere

iaxy(G) =D- iklm(s)

denklemi saglanir (Oz ve Cangul 2021).

Ispat. Verilen G grafinda a,x,y € V koselerinden olusan bir P patikasi iizerindeki
genellestirilmis 3-Merrifield-Simmons vektorii tanimindan hareket edilerek i(G), i(G —
N¢la]),i(G — Ng[x]),i(G — Ng[y]) ve i(G — Ngla] — Ng[y]) degerlerinin bir vektor
ile iym(S) vektoriiniin carpimui seklinde yazilmasi durumunda ispat tamamlanacaktir. Bu
amag¢ dogrultusunda G grafindan md, [c ve kb kenarlarmin silinerek ve denklemler
arasindaki gegislerde de Lemma 3.1.2 kullanilarak istenilen sonuca asagidaki sekilde

varilabilir;

i(G) =i(G—md —lc — kb) —i(G —md — lc — N;[k]—Ng[b])
—i(G —md — Ng[l] — Ng[c]) — i(G — Ng[m] — Ng[d] — kb)

142



+i(G — Ng[m] — Ng[d]—Ng[k] — Ng[b])

= 134i(S) — 49i(S — N;[k]) — 45i(S — Ng[1]) — 49i(S — Ng[m])
+18i(S — Ng[k] — Ng[m])

= (134, —49, —45,—49,18) i} (S),

i(G — Ng[a]) = i(G — Ng[a] — md — lc — kb) —i( G = Ngla] =md )

—lc — Ng[k] = Ng[b]

(G — Ngla] —md\ . (G — Ngla] — Ng[m]
_‘(—NG[IG]—NG[c])_‘< —I\CI;G[d]—k(;) )

.( G —Ngla] — Ng[m]
* (—NG [d] — Ng[k] — Ng [b])

= 42i(S) — 14i(S — Ny [k]) — 18i(S — N [1])
—15i(S — Ng[m]) + 5i(S — Ng[k] — N;[m])
= (42,—14,—18,—15,5) * ixym(S),

G — Ng[x] —md )

i(G — Ng[x]) = i(G — Ng[x] —md —lc — kb) —i (—lc — Ng[k] — Ng[b]

(G = Ng[x] —md\ . (G — Ng[x] — Ng[m]
‘l(—NG[lG]—NG[c])“< “Ngld] - kb )

(G = Nglx] — Ng[m]
i (—NG [d] ~ N[k ~ N [b])

= 34i(S) — 13i(S — N;[k]) = 9i(S — N;[1])
—13i(S — Nz[m]) + 5i(S — N;[k] — N;[m])
= (34,—13,-9,—13,5) * i;ym(S),

i(G — Ng[y]) = i(G — Ng[y] — md — lc — kb) —i( G = Ngly] —md )

—lc — Ng[k] — Ng[b]

(G — Ngly] —md\ /G — Ng[y] — Ng[m]
_l(—NG[;;]—NG[C]>_l( —NGG[d]—ka )

(G —Ng[yl - Ng[m]
i (—NG [d] N[kl — Ng [b])

= 42i(S) — 15i(S — Ng[k]) — 18i(S — Ng[1])
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—14i(S = Ng[m]) + 5i(S — Ng[k] — Nz [m])
= (42,—15,—18,—14,5) - i}y (S),

i(a —NG[a]) _ i(G — Ngla] —NG[y]) _i(G — Ngla] — Ngly] _md>

—Ng[y] —md — lc — kb —lc — Ng[k] — Ng[b]
—i( G — Ngla] — Ng[y] >—i( G — Ngla] — Ng[y] )
—md — Ng[l] — Ng[c] —Ng[m] — N;[d] — kb

, G_NG[a]_NG[] Nc[m]
+( —Ng[d] — Ng[k] — Ng[b] )

= 18i(S) — 6i(S — Ng[k]) — 9i(S — Ng[1])
—6i(S — Ng[m]) + 2i(S — N;[k] — Ng[m])

= (18,—6,—9,—6,2)  ij;m(S).

[134 —49 —45 —-49 18

| 42 —-14 -18 —-15 5

Elde edilen denklemlerin sonucu olarak D =|34 —-13 -9 —-13 5
l42 —-15 —-18 —-14 5

2

1
|o|mak
6 -9 -6 21

lizere igyy (G) = D * i3 (S) sonucuna ulasilir.

4.6.12. Sonug. Sekil 4.8°de verilen n tane naftalin molekiiliine sahip olan P,, sistemi i¢in
igxy(Pn) = D™"-[18,5,5,5,2]"

denklemi saglanir (Oz ve Cangul 2021).

Ispat. Teorem 4.6.11°den laxy(G) = D + i} (S) esitligi mevcuttur. Bu denklemde G
grafi yerine Sekil 4.8°de verilen P, yazildiginda iy, (Py) = D * i (Pp—1) esitligine
varilir. iy, (Pnp—1) icin Teorem 4.6.11 tekrar uygulandiginda ve esitligin sag tarafinda bu

sekilde indirgemeler yaparak ulasilan her denklemde de yeni elde edilen genellestirilmis
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3 -Merrifield-Simmons vektorii i¢in bu dogrultuda devam ederek toplamda n defa
ingirdeme yapildiginda S en sonuncu hekzagon (benzen) olmak iizere iy, (Py,) = D™ -
Luww(S?) denklemi elde edilir. Gelinen noktada S’ hekzagon (benzen) oldugundan
fww(S") =[18,5,5,5,2]" esitliginin oldugu agiktir. Sonug olarak igyy,(P,) = D™ -
[18,5,5,5,2]" denklemi elde edilir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda i¢ noktasiz-yogunlastirilmis benzenoid sistemlerin Vk > 0 degeri
icin m(G, k) degerini tanimlanan yeni bir vektoér yardimiyla 4(k + 1) X 4(k + 1)
boyutlu matrislerin ve 4(k + 1) X 1 boyutlu bir vektoriin se¢ilen uygun bir ¢arpimina
dayanarak hesaplayabilen bir metot onerilmistir. Ayrica, bu metodun kolay bir sekilde
uygulanabilmesini saglayan MATLAB algoritmalar1 sunulmustur. Ayrica i¢ noktasiz-
yogunlastirilmis benzenoid sistemlerin Yk > 0 degeri i¢in n(G, k) degerini tanimlanan
bir baska yeni vektor sayesinde 5(k + 1) X 5(k + 1) boyutlu matrislerin ve 5(k + 1) X
1 boyutlu bir vektoriin segilen uygun bir carpimi yoluyla hesaplayabilen bir metot
onerilmistir. Ek olarak, bu metodun basit sekilde uygulanabilmesini saglayan MATLAB
algoritmalar1 sunulmugtur. Bu sonuglarin devami niteliginde, i¢ noktasiz-yogunlastirilmis
benzenoid sistemlerin Merrifield-Simmons indeksinin hesabina yonelik yeni bir vektor
tanimlanarak 5 X 5 boyutlu matrislerin ve 5 X 1 boyutlu bir vektoriin uygun bir formda
carpimina dayanan bir metot sunulmustur. Sonrasinda, i¢ noktasiz-yogunlastirilmis
benzenoid sistemler daha kapsamli yapilar olan i¢ noktali-yogunlastirilmis benzenoid
sistemlere genisletilerek bu sistemlerin 6nemli bir tiirii olan ¢ift kath benzenoid
zincirlerin Hosoya indeksi ve Merrifield-Simmons indeksinin hesabi i¢in vektorler
tanimlanmistir. Bu vektorler yardimiyla verilen her ¢ift katli benzenoid zincirin hem
Hosoya hem de Merrifield-Simmons indeksinin hesabini sirasiyla 8 X 8 boyutlu
matrisler ile 8 X 1 boyutlu bir vektoriin ve 18 x 18 boyutlu matrisler ile 18 x 1 boyutlu
bir vektoriin segilen uygun bir carpimi yoluyla gerceklestiren metotlar sunulmustur. Son
olarak R, ve P, adlariyla tanimlanarak literatiirde halihazirda mevcut bulunan iki 6zel
tipteki i¢ noktali-yogunlastirilmis benzenoid sistemin Hosoya ve Merrifield-Simmons
indekslerinin hesabu i¢in elde edilen matrislerin ve bir vektoriin garpimini igeren ayri ayri

metotlar sunulmustur.

Elde edilen bu sonuglarin devami olarak, benzenoid sistemler iizerinde bu tez ¢alismasi
kapsaminda gergeklestirilen ¢alismalar tiggensel zincirlere, dortgensel zincirler olan

polyominolara, besgen zincirlere hatta k-poligonal zincirlere genisletilerek caligilabilir.
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Ayrica bu zincir yapilart i¢ noktasiz-yogunlastirilmis ve i¢ noktali-yogunlastirilmis

ticgensel, dortgensel, besgensel veya k-poligonal sistemlere genisletilebilir.
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EKLER

EK 1. E; matrisini elde etmek icin MATLAB kodu

EK 2. E, matrisini elde etmek icin MATLAB kodu

EK 3. E3 matrisini elde etmek igin MATLAB kodu

EK 4. E, matrisini elde etmek icin MATLAB kodu

EK5. G = (V,E) olmak Uzere Vuv € E igin myp, (P2, k) = my,, (P, k) vektoriini elde etmek
icin MATLAB kodu

EK 6. A matrisini elde etmek icin MATLAB kodu

EK 7. B matrisini elde etmek icin MATLAB kodu

EK 8. C matrisini elde etmek i¢cin MATLAB kodu

EK 9. D matrisini elde etmek icin MATLAB kodu

EK 10. Ornek 4.1.8’de kullanilan Z matrisini elde etmek igin MATLAB kodu
EK 11. Ornek 4.1.8’de kullanilan L matrisini elde etmek icin MATLAB kodu
EK 12. k-bagimsizlik sayisi igin E; matrisini elde etmek igin MATLAB kodu
EK 13. k-bagimsizlik sayisi igin E; matrisini elde etmek igin MATLAB kodu
EK 14. k-bagimsizlik sayisi igin E5 matrisini elde etmek igin MATLAB kodu
EK 15. k-bagimsizlik sayisi igin E, matrisini elde etmek igin MATLAB kodu
EK 16. k-bagimsizlik sayisi igin E< matrisini elde etmek igin MATLAB kodu
EK 17. G = (V,E) olmak lizere Vuv € E i¢in ny, (Py, k) = ny,, (P, k) vektorini elde etmek
icin MATLAB kodu

EK 18. A’ matrisini elde etmek icin MATLAB kodu

EK 19. B’ matrisini elde etmek icin MATLAB kodu

EK 20. C' matrisini elde etmek icin MATLAB kodu

EK 21. D' matrisini elde etmek icin MATLAB kodu

EK 22. Ornek 4.2.8’de Z' matrisini elde etmek icin MATLAB kodu

EK 23. Ornek 4.2.8’de L' matrisini elde etmek icin MATLAB kodu
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EK 1. E; matrisini elde etmek i¢cin MATLAB kodu

k=input ('k =3 deferi giriniz');
El=zeros (4*k+4,4*k+4) ;
t1=0;

for i=2:k+1
E1(1,k+1)=1;

E1 (i, k+3-1)=1;
El(i,k+2-1)=1;
El(i,2*k+2-t1)=1;
tl=tl+1;

end

t2=1;

for 1i=k+4:2*k+2;
El (k+3,k+1)=1;

El (i, k+1-t2)=1;
El(i,2*%k+3-t2)=1;
t2=t2+1;

end

t3=0;

for 1=2*k+5:3*k+3
El (2*k+4,3*k+3)=1;
E1(i,3*k+3-t3)=1;
El(i,3*k+2-t3)=1;
El(i,4*k+4-t3)=1;
t3=t3+1;

end

t4=0;

for 1=3*k+7:4*k+4
El (3*k+6,3*k+3)=1;
El(i,3*k+2-t4)=1;
El(i,4*k+4-td)=1;
td=t4+1;

end
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EK 2. E, matrisini elde etmek i¢in MATLAB kodu

k=input ('k =3 deferi giriniz');
E2=zeros (4*k+4,4*k+4) ;
for i=1:k+1
E2(1,k+3-1-1)=1;

end

t2=0;

for 1=k+3:2*k+2
E2(1,k+1-t2)=1;
t2=t2+1;

end

£3=0;

for 1=2*k+4:3*k+3

E2 (i,3*k+3-t3)=1;
t3=t3+1;

end

t4=0;

for 1=3*k+6:4*k+4

E2 (i,3*k+3-t4)=1;
td=t4+1;

end

155



EK 3. E; matrisini elde etmek i¢in MATLAB kodu

k=input ('k =3 deferi giriniz');
E3=zeros (4*k+4,4*k+4) ;
t1=0;

for i=2:k+1
E3(1,k+1)=1;
E3(1i,k+2-1)=1;
E3(i,2*k+2-t1)=1;
tl=tl+1;

end

t2=0;

for i=2*k+5:3*k+3
E3(2*k+4,3*k+3)=1;
E3(i,3*k+2-t2)=1;
E3(i,4*k+4-t2)=1;
t2=t2+1;

end
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EK 4. E, matrisini elde etmek i¢in MATLAB kodu

k=input ('k =3 deferi giriniz');
Ed=zeros (4*k+4,4*k+4);

for i=1:k+1

E4 (i, k+3-i-1)=1;

end

£3=0;

for 1=2*k+4:3*k+3

E4 (i,3*k+3-t3)=1;

t3=t3+1;

end
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EK 5. G = (V, E) olmak tizere Vuv € E igin my, (P, k) = my,, (P, k) vektoriini elde
etmek i¢in MATLAB kodu

k=input ('k =23 deJeri giriniz');
M=zeros (1,4*k+4) ;

M(k)=l;
M(k+1)=
M(2*k+2) l
M(3*k+3)=1;
M(4*k+4)=1;

V=transpose (M) ;
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EK 6. A matrisini elde etmek i¢in MATLAB kodu

k=input ('k =3 deferi giriniz');

A=zeros (4*k+4,4*k+4) ;

Ll=zeros(l,4*k+4);

Ll(l)—l;
1(2)=
(),
1(k+3)=1;
1(k+4)=2;
1(2*k+4)
1(2*k+5)
1(3*k+6)=
1 )

1;
=2;
1;
3*k+7)=1;
L2 zeros(l 4*k+4) ;
L2( )=1;
2(2)=1;
2(k+3)=1;
2(k+4)=1;
2 ( )
2 ( )

II‘

2*k+4
3*k+6
L3 zeros(
L3( )= ;
3(2)=
(k+3)
3
3
L3(

I

,4*k+4) ;

I—‘II

II‘

2*k+4)
2*k+5)

’

1
1;
1;

3*k+6)=1;
Ld=zeros (1l,4*k+4);
L4(1)=1;

(k+3)=1;
L4 (2*k+4)=1;

(3*k+6)=1;
A(l,:)=L1;
A(k+2,:)=L2;
A(2*k+3, :)=L3;
A(3*k+4, :)=L4;
for i=1:k+1

A(i+1l,3+1)=A(i,73):
A(i+1l, J+k+2)=A(1i,j+k+1);
A(i+1,3+2*k+3)=A(1i,j+2*k+2);
A(i+1,3+3*k+4)=A (i, j+3*k+3);
end
end
for i=k+2:2*k+1
for j= 1l:k
A(i+1,3+1)=A(1,]);
A(i+1l,j+k+2)=A(i,j+k+1);
A(i+1l,j+2*k+3)=A(1i,J+2*k+2);
A(i+1,3+3*k+4)=A (i, J+3*k+3);
end
end
for 1i=2*k+3:3*k+2
for j= 1:k

A(i+1,3+1)=A(i,3]);
A(i+1l,J+k+2)=A(i,j+k+1);
A(i+1,342%k+3) =A (i, 342%k+2) ;
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EK 6. (devam) A matrisini elde etmek i¢cin MATLAB kodu

A(i+1,3+3*k+4)=A(1,]J+3*k+3);

end
end for i1i=3*k+4:4*k+3

for j= 1:k
A(i+l,j+l)=A(i,j);
A(i+1,J+k+2)=A (i, j+k+1);
A(i+1,3+2*k+3)=A(1i,j+2*k+2);
A(i+1,J+3*k+4)=A (i, 3J+3*k+3);

end
end
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EK 7. B matrisini elde etmek icin MATLAB kodu

k=input ('k =3 deferi giriniz');

B=zeros (4*k+4,4*k+4) ;

Ll=zeros(l,4*k+4);

Ll(l)—l;
1(2)=
(),
1(k+3)=1;
1(k+4)=2;
1(2*k+4)=
1(2*k+5)=
1(3*k+6)=
1(3*k+7)

L2 zeros(l 4*k+4) ;

)=
2)

I

=2;

L2 (1

L2 (

L2 (2*k+4)=1

L2 (2*k+5)=1;

L3=zeros (l,4*k+4);

L3()—;
3(2)=
(k+3) 1;
3(k+4)=1;
3 )

L3( )

II‘

II‘

2*k+4

3*k+6)=1;
L4=zeros (1,4*k+4);
L4 (1)=1;
L4(2)=1;
L4 (2*k+4)=1;
B(1l,:)=L1;
B(k+2,:)=L2;
B(2*k+3, :)=L3;
B(3*k+4,:)=L4;
for i=1:k+1
for j= i:k
i+1,3+1)=B(i,7) ;
i+1,3+k+2)=B (i, j+k+1);
i+1,3+2*k+3)=B(i,j+2*k+2);
i+1,3+3*k+4)=B (i, j+3*k+3);
end
end
for i=k+2:2*k+1
for j= 1:k
(i+1,3+1)=B(i,3);
(i+1, j+k+2)=B (i, j+k+1);
(i+1,j+2*k+3)=B (i, J+2*k+2);
(i+1,j+3*k+4)=B (i, J+3*k+3);
end
end
for 1=2*k+3:3*k+2
for j= 1l:k
i+1,3+1)=B(i,3);
i+1,3+k+2)=B (i, j+k+1);
i+1,3+2*k+3)=B (i, j+2*k+2);
i+1,3+3*k+4)=B (i, j+3*k+3);
end
en
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B(
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EK 7. (devam) B matrisini elde etmek i¢in MATLAB kodu

for i=3*k+4:4*k+3
for j= 1:k
B(i+1,3+1)=B(i,3);
B(i+1,j+k+2)=B (i, J+k+1);
B(i+1l,3J+2*k+3)=B (i, J+2*k+2);
B(i+1,3j+3*k+4)=B (i, J+3*k+3);
end
end
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EK 8. € matrisini elde etmek i¢in MATLAB kodu

k=input ('k =3 deferi giriniz');
C=zeros (4*k+4,4*k+4);
Ll=zeros(1l,4*k+4);

Ll(l)—l;
1(2)=
1(3)=1;
(k+3)=l
1(k+4)=2;
1(2*k+4)=1;
1(2*k+5)=2;
1(3*k+6)=1;
1(3*k+7)=1;
L2 zeros(l 4*k+4) ;
L2( )= ;
2(2)=
(k+3) 1;
2(2*k+4)=1;
2(2*k+5)=1;
2(3*k+060)=1;
L3=zeros(l 4*xk+4) ;
L3(1)=1;
L3(2)=2;
L3 (k+3)=1;
L3 (k+4)=1;
L4=zeros (1l,4*k+4)
L4(1)=1;
L4(2)=1;
L4 (k+3)=1;
c(1l,:)=L1;
C(k+2,:)=L2;
C(2*k+3, :)=L3;
C(3*k+4, :)=L4;
for i=1:k+1
for j= i:k
C(i+l,3+1)=C(i,3);
C(i+1,3+k+2)=C (i, j+k+1);
C(i+1,3+2*k+3)=C(1i,3+2*k+2);
C(i+1,3+3*k+4)=C(1i,3+3*k+3);
end
end
for i=k+2:2*k+1
for j= 1:k

C(i+1,3+1)=C(i,3);

C(i+1,J+k+2)=C (i, j+k+1);

C(i+l,J+2*k+3)=C (i, J+2*k+2);

C(i+1,3+3*k+4)=C (1, J+3*k+3);
end

end

for 1=2*k+3:3*k+2

for j= 1l:k

i+1,3+1)=C(i,3);

i+1,3+k+2)=C(i,j+k+1);

i+1,3+2*k+3)=C(1i,j+2*k+2);

i+1,3+3*k+4)=C (i, J+3*k+3);

end

end

C(
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EK 8. (devam) C matrisini elde etmek i¢cin MATLAB kodu

for 1=3*k+4:4*k+3
for j= 1:k
C(i+l,j+l)=C(i,j);
C(i+1,j+k+2)=C(i,j+k+1);
C(i+1,3+2*k+3)=C (i, 3+2*k+2);
C(i+1,J+3*k+4)=C (1, J+3*k+3);
end
end
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EK 9. D matrisini elde etmek icin MATLAB kodu

k=input ('k =3 deferi giriniz');
D=zeros (4*k+4,4*k+4) ;
Ll=zeros(l,4*k+4);

L1(1)=1;

L2=zeros (1l,4*k+4);

L2 (2*k+3)=1;

L3=zeros (1,4*k+4);
L3(k+2)=1;

Li4=zeros (1l,4*k+4);

L4 (3*k+4)=1;

D(1,:)=L1;

D(k+2, :)=L2;

D(2*k+3, :)=L3;

D(3*k+4, :)=L4;

for i=1:k+1

for j= i:k
(i+1,3+1)=D(i,7);
(i+1,j+k+2)=D(i,j+k+1);
(i+1,j+2*k+3)=D (i, J+2*k+2);
(i+1,j+3*k+4)=D (i, J+3*k+3);
end

end

for i=k+2:2*k+1

for j= 1:k
(i+1,3+1)=D(i,3);

(i+1, j+k+2)=D(i,j+k+1);
(i+1,3+2*k+3)=D(1i,Jj+2*k+2);
(i+1,3+3*k+4)=D(1i,J+3*k+3);
end

end

for 1=2*k+3:3*k+2

for j= 1:k
i+1,3+1)=D(i,73);
i+1,3+k+2)=D (i, j+k+1);
i+1,3+2*k+3)=D (i, j+2*k+2);
i+1,3+3*k+4)=D (i, J+3*k+3);
end

end

for i1=3*k+4:4*k+3

for j= 1:k
i+1,3+1)=D(i,3);
i+1,3+k+2)=D(i,j+k+1);
i+1,3+2*k+3)=D(i,j+2*k+2);
i+1,3+3*k+4)=D (i, J+3*k+3);
end

end
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EK 10. Ornek 4.1.8’de kullanilan Z matrisini elde etmek icin MATLAB kodu

k=input ('k =3 deferi giriniz');
Z=zeros (4*k+4,4*k+4) ;
Z1=E1*B*A*A*V;
722=E2*B*A*A*V;
Z3=E3*B*A*A*V;
ZA4=FE4*B*A*A*V;
Z(1l,:)=transpose(Z1l);

Z (k+2, :)=transpose (Z2);

Z (2*k+3, :)=transpose (Z3) ;

7 (3*k+4, :)=transpose (Z24) ;
for i=1:k+1

for j= i:k
it1,3+1)=2(i,79):
i+1,3+k+2)=Z2 (i, j+k+1);
i+1,3+2*k+3)=Z (1, j+2*k+2);
i+1,3+3*k+4)=7Z (i, J+3*k+3);
end

end

for i=k+2:2*k+1

for j= 1:k
(1+1,3+1)=2(1i,73);

(i+1, 3J+k+2)=2 (i, j+k+1) ;
(i+1,j+2*k+3) =2 (i, J+2*k+2);
(i+1,3+3*k+4)=2Z(1i,J+3*k+3);
end

end

for 1=2*k+3:3*k+2

for j= 1l:k
i+1,3+1)=Z2(1i,73);
i+1,3+k+2)=Z2 (i, j+k+1);
i+1,3+2*k+3) =72 (i, J+2*k+2) ;
i+1,3+3*k+4) =72 (i, J+3*k+3) ;
end

end

for 1i=3*k+4:4*k+3

for j= 1l:k
i+1,9+1)=2(1,7);
i+1,J+k+2)=7Z (i, J+k+1);
i+1,3+2*k+3)=Z (i, j+2*k+2);
i+1,3+3*k+4)=Z (i, 7+3*k+3);
end

end
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EK 11. Ornek 4.1.8’de kullanilan L matrisini elde etmek i¢in MATLAB kodu

k=input ('k =3 deferi giriniz');
L=zeros (4*k+4,4*k+4) ;
L1=E1*A*V;

L2=E2*A*V;

L3=E3*A*V;

L4=FE4*A*V;
L(l,:)=transpose(Ll);

L(k+2, :)=transpose (L2);
L(2*k+3, :)=transpose (L3);
L(3*k+4, :)=transpose (L4);
for i=1:k+1

for j= 1i:k
(i+l/j+l)=L<j—/j) ’
(1+1,3+k+2) =L (1, j+k+1);
(i+1,j+2*k+3)=L(1i,Jj+2*k+2);
(i+1,3J+3*k+4)=L (1, J+3*k+3);
end

end

for i=k+2:2*k+1

for j= 1l:k
it1,3+1)=L(i,79);
i+1,3+k+2)=L(i,j+k+1);
i+1,3+2*k+3)=L(1i,j+2*k+2);
i+1,J+3*k+4)=L (i, J+3*k+3);
end

end

for 1=2*k+3:3*k+2

for j= 1:k
(i+1,3+1)=L(i,73);
(1+1,3+k+2) =L (i, j+k+1);
(i+1,J+2*k+3)=L(1i,J+2*k+2);
(i+1,3+3*k+4)=L (1, J+3*k+3);
end

end

for 1=3*k+4:4*k+3

for j= 1l:k
(i+1,3+1)=L(i,3);
(i+1,3+k+2)=L (i, j+k+1);
(i+1,J+2*k+3)=L(1i,J+2*k+2);
(i+1,3J+3*k+4)=L (1, J+3*k+3);
end

end
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EK 12. k-bagimsizlik sayisi i¢in E] matrisini elde etmek icin MATLAB kodu

k=input ('k =3 deferi giriniz');

El=zeros (5*k+5,5*k+5) ;

t1=0;

El(l k+1)
1(2, k+l)
1(2,k)=

for i= 3.k 1

El(l k+1)=1;
1(2, k+l) =2;
1(2,k)=
(1 k+3 1) =2;
1(i, k+2-1)=1;

El(l 2*k+2-tl

tl=tl+1;

end

t2=0;

for i=k+4:2*k+2;

El(i,k+1-t2)=-1;

t2=t2+1;

end

t3=0;

for 1=2*k+6:3*k+3

El (2*k+5,3*k+3)=-1;

1(1i,3*k+3-t3)=-
1(i,3*k+2-t3)=-1
t3=t3+1;
end

1;
2;

~e

I

)=
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EK 13. k-bagimsizlik sayisi i¢in E; matrisini elde etmek igin MATLAB kodu

k=input ('k =23 deJeri giriniz');
E2=zeros (5*k+5, 5*k+5) ;
t1=0;

for i=1:k+1
E2(1,4*k+4-t1)=1;
tl=tl+1;

end

t2=0;

for i1i=2*k+5:3*k+3

E2 (1,3*k+3-t2)=-1;
t2=t2+1;

end
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EK 14. k-bagimsizlik sayisi i¢in E5 matrisini elde etmek igin MATLAB kodu

k=input ('k =3 deferi giriniz');
E3=zeros (5*k+5, 5*k+5) ;
t1=0;

for 1i=2*k+5:3*k+3
E3(i,3*k+3-tl)=-1;
tl=tl+1;

end

t2=0;

for i=3*k+4:4*k+4;

E3 (i, k+1-t2)=1;
t2=t2+1;

end
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EK 15. k-bagimsizlik sayisi i¢in E, matrisini elde etmek igin MATLAB kodu

k=input ('k =3 deferi giriniz');
E4=zeros (5*k+5, 5*k+5) ;
for i=2:k+1
E4(1,k+1)=1;

E4 (i, k+3-1)=1;

E4 (i, k+2-1)=1;

end

t1=0;

for i=k+4:2*k+2;

E4 (i, k+1-tl)=-1;
tl=tl+1;

end

t2=0;

for i=2*k+6:3*k+3

E4 (2*k+5,3*k+3)=-1;

E4 (i, 3*k+3-t2)=-1;
E4(i,3*k+2-t2)=-1;
t2=t2+1;

end
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EK 16. k-bagimsizlik sayisi i¢in Ez matrisini elde etmek igin MATLAB kodu

k=input ('k =23 deJeri giriniz');
ES5=zeros (5*k+5, 5*k+5) ;
t1=0;

E5(1,k+1)=1;
E5(2,k)=1;
E5(2,k+1)=1;

for i=3:k+1

E5 (i, k+3-1)=1;

E5 (i, k+2-1)=1;
E5(i,2*k+2-t1)=-1;
tl=tl+1;

end

t2=0;

for i=2*k+6:3*k+3
E5(2*k+5,3*k+3)=-1;
E5(i,3*k+3-t2)=-1;
E5(i,3*k+2-t2)=-1;
t2=t2+1;

end
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EK 17. G = (V, E) olmak tlizere Yuv € E igin ny, (P,, k) = ny,,(P,, k) vektorinii elde
etmek i¢in MATLAB kodu

k=input ('k =23 deJeri giriniz');
M=zeros (1,5*k+5) ;

5*k+5)=1;
V=transpose (M) ;

173



EK 18. A’ matrisini elde etmek i¢in MATLAB kodu

k=input ('k =3 deferi giriniz');

A=zeros (5*k+5, 5*k+5) ;

Ll=zeros(l,5*k+5);

Ll(l)—l;
1(2)=

1(3)=

(k+4): 1;

1(k+5)=-2;

1(2*k+5)=
Ll(2*k+6)=
L2=zeros (1l,5*k+5);
L2(1)=1;
L2(2)=1;
L2 (2*k+5)=-1
L3=zeros (1l,5*k+5);
L3(1)=1;
L3(2)=1;
L3 (k+4)=-1;
L4=zeros (1,5*k+5);
L4(l)—l;

4(2)=

4(3)=

(k+4)= 1;

4 (k+5)=-2;

4 (2*k+5)=-

4 (2*k+6)=-
L5=zeros(l,5*k+5);
L5 l)—l;

)

(
5(2
5(3
(k+4 =-1;
5(k+5)=-1;
5(2*k+5)=- 1
5(2*k+6)=
A(l :)=L1;
A(k+2,:)=L2;
A(2*k+3, :)=L3;
A(3*k+4, :)=L4;
A(4*k+5, :)=L5;
for i=1:k+1

for j= i:k
A(i+1l,3+1)=A(i,T3):
A(i+1l,j+k+2)=A(i,j+k+1);
A(i+1l,J+2*k+3)=A (i, J+2*k+2);
A(i+1,3+3*k+4)=A (i, J+3*k+3);
A(i+1l,J+4*k+5)=A (i, j+4*k+4);

end

end

for 1i=k+2:2*k+1
for j= 1l:k

A(i+1,3+1)=A(1,]);

A(i+1,j+k+2)=A(1i,]j+k+1);

A(i+1,3+2*k+3)=A(1i,]j+2*k+2);

A(i+1l,J+3*k+4)=A (i, J+3*k+3);

A(i+1l,J+4*k+5)=A (i, j+4*k+4);
end
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EK 18. (devam) A’ matrisini elde etmek icin MATLAB kodu

end
for 1=2*k+3:3*k+2
for j= 1l:k

A(i+l,3+1)=A(i,3);
A(i+1l,J+k+2)=A(i,j+k+1);
A(i+1l,3+2*k+3)=A (i, j+2*k+2);
A

A(

i+1,3+3*k+4)=A (i, j+3*k+3);
i+1,j+4*k+5)=A(1i,j+4*k+4);
end

end

for 1=3*k+4:4*%k+3
for j= 1l:k

A(i+1,3+1)=A(1,]);
A(i+1,3+k+2)=A (i, j+k+1);
A(i+1,3+42*%k+3)=A (1, J+2%k+2) ;
A(i+1,3+43%k+4)=A(1i,J+3*k+3);
A(i+1,§+4%k+5)=A (i, +4*k+4);

end

end

for i=4*k+5:5*k+4
for j= 1:k

A(i+1,3+1)=A(1,]);

A(i+1,3+k+2)=A(i,j+k+1);

A(i+1l,j+2*k+3)=A(1,J+2*k+2);

A(i+1l,3+3*k+4)=A(1i,J+3*k+3);

A(i+1l,j+4*k+5)=A (i, j+4*k+4);
end

end
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EK 19. B’ matrisini elde etmek i¢in MATLAB kodu

k=input ('k =3 deferi giriniz');

B=zeros (5*k+5,5*k+5) ;

Ll=zeros(l,5*k+5);

Ll(l)—l;
1(2)=

1(3)=

(k+4)= 1;

1(k+5)=-2;

1(2*k+5)=
Ll(2*k+6)=
L2=zeros (1l,5*k+5);
L2 (2*k+5)=-1;
L2 (3*k+4)=1
2(3*k+5)=2;
L3=zeros (1l,5*k+5);
L3(1)=1;
L3(2)=1;
L3(2*k+5)=-1;
L4=zeros (1,5*k+5);
L4(l)—l;

4(2)=

4(3)=

(2*k+5)=—1;

4 (2*k+6)=-
L5=zeros(l,5*k+5);
L5( )_ ;

5(2)=

5(3)=
(k+4)= 1;
5(k+5)=-2;
5(2*k+5)=
5(2*k+6) =—1,
1,:)=L1;
k+2, :)=L2;
B(2*k+3, :)=L3;
B(3*k+4, :)=1L4;
B(4*k+5, :)=L5;
for i=1:k+1

for j= i:k
B(i+1,3+1)=B(i,7) ;
B(i+l,j+k+2)=B (i, j+k+1);
B(i+l,3j+2*k+3)=B(i,j+2*k+2);
B(

B(

B(
(
(
(

i+1,3+3*%k+4)=B (i, j+3*k+3) ;
141, J+4*%k+5) =B (i, J+4*k+4) ;

end

end

for i=k+2:2*k+1
for j= 1:k

B(i+1,3j+1)=B(i,3);

B(i+1l,3+k+2)=B (i, j+k+1);

B(i+l,j+2*k+3)=B (i, J+2*k+2);

B(i+1,j+3*k+4)=B (i, j+3*k+3);

B(i+1l,j+4*k+5)=B (i, j+4*k+4);
end

end

for 1=2*k+3:3*k+2
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EK 19. (devam) B’ matrisini elde etmek icin MATLAB kodu

for j= 1:k
B(i+1,3+1)=B(i,3);
B(i+1,+k+2)=B (i, j+k+1);
B(i+1,j+2*k+3)=B (i, j+2*k+2) ;
B(

B (

i+1,3+3*k+4)=B (i, J+3*k+3);
i+1,3+4*k+5)=B (i, j+4*k+4);
end

end

for 1=3*k+4:4*%k+3
for j= 1:k

B(i+1,J+1)=B(1i,3J);
B(i+1l,j+k+2)=B (i, j+k+1);
B(i+1l,3j+2*k+3)=B (i, j+2*k+2);
B(

B(

i+1,3+3*k+4)=B(i,j+3*k+3);
i+1,3+4*k+5)=B(i,j+4*k+4);
end

end

for i=4*k+5:5*k+4
for j= 1:k

B(i+1l,3+1)=B(i,7)

B(i+l,j+k+2)=B (i, j+k+1);

B(i+1l,3J+2*k+3)=B (i, J+2*k+2);

B(i+1l,j+3*k+4)=B (i, j+3*k+3);

B(i+1l,j+4*k+5)=B (i, j+4*k+4);
end

end
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EK 20. ¢’ matrisini elde etmek igin MATLAB kodu

k=input ('k =3 deferi giriniz');

C=zeros (5*k+5,5*k+5) ;

Ll=zeros(l,5*k+5);

Ll(l)—l;
1(2)=

1(3)=

(k+4): 1;

1(k+5)=-2;

1(2*k+5)=
Ll(2*k+6)=
L2=zeros (1l,5*k+5);
L2(1)=1;
L2(2)=1;
L2 (k+4)=-1;
L3=zeros (1l,5*k+5);
L3 (k+4)=-1;
L3(4*k+5)=1;
L3(4*k+6)=2;
L4=zeros (1,5*k+5);
L4(l)—l;

4(2)=

4(3)=

(k+4)= l'

4 (k+5)=-

(2*k+5)—

4 (2*k+6)=-2
L5=zeros(l,5*k+5);
L5 )—l;

)

+4 =-=1;
+5)=-1;
)

C =L1;

(1
5(2
5(3
(k
5(k
(1
(k+2, :)=L2;
C(2*k+3, :)=L3;
C(3*k+4, :)=L4;
C(4*k+5, :)=L5;
for i=1:k+1

for j= i:k
C(i+1,3+1)=C(i,3) ;
C(i+1,3+k+2)=C (i, j+k+1);
C(i+1,3+2*k+3)=C(1i,3+2*k+2);
C(i+1,3+3*k+4)=C(1i,3+3*k+3);
C(i+1,3+4*k+5)=C (i, j+4*k+4);

end

end

for i=k+2:2*k+1
for j= 1:k

C(i+1,J+1)=C(i,3);

C(i+1,3+k+2)=C (i, j+k+1);

C(i+1,3+2*k+3)=C (1, j+2*k+2);

C(i+1,3+3*k+4)=C(1i,3+3*k+3);

C(i+1,3+4*k+5)=C(1i,j+4*k+4);
end

end

for 1=2*k+3:3*k+2
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EK 20. (devam) C’ matrisini elde etmek igin MATLAB kodu

for j= 1:k
C(i+l,j+l)=C(i,j);
C(i+l,j+k+2)=C(i,j+k+1);
C(i+1l,Jj+2*k+3)=C (i, j+2*k+2);
C(i+1l,j+3*k+4)=C (i, j+3*k+3);
C(i+1l,J+4*k+5)=C (i, J+4*k+4);

end

end

for i=3*k+4:4*k+3
for j= 1l:k

C(i+l,j+l)=C(i,j);
C(i+1,3+k+2)=C (i, +k+1);
C(i+1,3+2%k+3)=C(1,+2*k+2);
C(

C(

i+1,3+3*k+4)=C(1i,J+3*k+3);
i+1,j+4*k+5)=C(1i,j+4*k+4);
end

end

for i=4*k+5:5*k+4
for j= 1:k

C(i+1l,J+1)=C(i,3);
C(i+1,3+k+2)=C(i,j+k+1);
C(i+1,3+2%k+3)=C (i, j+2%k+2);
C(

C(

i+1,3+3*k+4)=C(i,J+3*k+3);
i+1,j+4*k+5)=C(1i,j+4*k+4);
end

end
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EK 21. D" matrisini elde etmek igin MATLAB kodu

k=input ('k =3 deferi giriniz');
D=zeros (5*k+5,5*k+5) ;
Ll=zeros(l,5*k+5);
L1(1)=1;
L2=zeros (1l,5*k+5);
L2 (2*k+3)=1;
L3=zeros (1,5*k+5) ;
L3 (k+2)=
L4=zeros (1l,5*k+5);
L4 (4*k+5)=1;
L5=zeros (1,5*k+5);
5(3*k+4)=1;
D(1,:)=L1;
(k+2, :)=L2;
D(2*k+3, :)=L3;
D(3*k+4, :)=L4;
D(4*k+5, :)=L5;
for i=1:k+1
for j= i:k
D(i+1,3+1)=D(i,3);
D(i+1, J+k+2)=D (i, j+k+1);
D(i+1,3+2*k+3)=D (i, 3j+2*k+2);
D(i+1,3+3*k+4)=D (1, 3+3*k+3);
D(i+1l, j+4*k+5)=D (i, j+4*k+4);

end

end

for i=k+2:2*k+1
for j= 1:k

D(i+l,3+1)=D(i,3);
D(i+1,j+k+2)=D(i,j+k+1);
D(i+1,§+2%k+3)=D (i, j+2*k+2) ;
D(i+1,§+3*k+4)=D (i, §+3*k+3);
D ( )=D(

i+1,9+4*k+5)=D (i, j+4*k+4) ;

end

end

for 1=2*k+3:3*k+2
for j= 1:k

i+1,3+1)=D(i,3);
i+1,j+k+2)=D (i, j+k+1);
i+1,3+2*k+3)=D (i, j+2*k+2);
i+1,3+3*k+4)=D (i, J+3*k+3);
D(i+1,j+4*k+5)=D (i, j+4*k+4);
end
end
for i=3*k+4:4*k+3

for j= 1l:k
D(i+1,3+1)=D(i,73);
D(i+1, j+k+2)=D (i, j+k+1);
D(i+1,3+2*k+3)=D (1, j+2*k+2);
D (
D (

D(
D(
D(
D(

i+1,3+3*k+4)=D (i, 3+3*k+3) ;
i+1, J+4%k+5) =D (i, J+4*k+4) ;

end

end

for 1i=4*k+5:5*k+4
for j= 1l:k

D(i+1/j+l):D(i/j);
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EK 21. (devam) D’ matrisini elde etmek i¢gin MATLAB kodu

D(i+1, j+k+2)=D(i, j+k+1);

D(i+1l,Jj+2*k+3)=D (i, J+2*k+2);

D(i+1,3+3*k+4)=D (i, j+3*k+3);

D(i+1l, j+4*k+5)=D (i, j+4*k+4);
end

end

181




EK 22. Ornek 4.2.8’de Z' matrisini elde etmek icin MATLAB kodu

k=input ('k =3 deferi giriniz');
Z=zeros (5*k+5, 5*k+5) ;
Z1=E1*B*A*A*V;
722=E2*B*A*A*V;
Z23=E3*B*A*A*V;
ZA4=FE4*B*A*A*V;
Z5=E5*B*A*A*V;
Z(l,:)=transpose(Z1l);
Z (k+2, :)=transpose (Z2);
Z (2*k+3, :)=transpose (Z3) ;
Z (3*k+4, :)=transpose (Z4) ;
Z (4*k+5, :)=transpose (Z5);
for i=1:k+1

for j= i:k
Z(i+1,3+1)=2(i,7);
Z(i+1,§+k+2)=2 (i, j+k+1);
Z(i+1,3+2*k+3)=2(1,3+2*k+2);
Z(i+1,3+3*k+4)=2(1,3+3*k+3);
Z ( ) =2

i+1, §+4*k+5 (i,3+4%k+4) ;

end

end

for i=k+2:2*k+1
for j= 1:k

Z(i+1,3+1)=2(i,3);

7 (i+1,3+k+2) =% (i, j+k+1) ;
Z(1i+1,3+2*%k+3) =2 (i, J+2*k+2) ;
Z (

Z (

i+1,J+3*k+4) =2 (i, 3J+3*k+3);
i+1,J+4*k+5)=Z2 (i, j+4*k+4);
end

end

for 1=2*k+3:3*k+2
for j= 1:k

Z(i+1,3+1)=2(i,3);

7 (i+1,3+k+2) =% (i, j+k+1) ;
Z(i+1,342%k+3)=2 (1, 3+2*k+2) ;
7 (i+1,3+3*k+4) =72 (i, 3+3*k+3) ;
Z(i+1,3+4%k+5)=2 (1, J+4*k+4) ;

end

end

for i1=3*k+4:4*k+3
for j= 1l:k

Z(i+1,3+1)=Z(i,73);
Z(i+1,3+k+2)=2(1i,3+k+1);
Z(i+1,3+42*k+3)=2(1,3+2*k+2);
Z

Z

i+1,3+3*k+4) =72 (i, J+3*k+3) ;
i+1,J+4*k+5) =2 (i, j+4*k+4);
end

end

for 1i=4*k+5:5*k+4
for j= 1l:k

Z(i+1,3+1)=2(1,3);

Z(1i+1,3+k+2)=Z2(1i,j+k+1);

Z(1i+1,3+42*k+3)=Z2 (i, 3J+2*k+2) ;

Z(i+1, 3+3*k+4 (i, J+3*k+3);

Z(i+1, J+4*k+5 (i, J+4*k+4);
end

) =2
)=2
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EK 23. Ornek 4.2.8°de L' matrisini elde etmek icin MATLAB kodu

k=input ('k =3 deferi giriniz');
L=zeros (5*k+5,5*k+5) ;
L1=E1*A*V;
L2=E2*A*V;
L3=E3*A*V;
L4=FE4*A*V;
L5=E5*A*V;
L(1l,:)=transpose(Ll);
L(kt+t2, :)=transpose (L2);
L(2*k+3, :)=transpose (L3);
L(3*k+4, :)=transpose(L4);
L(4*k+5, :)=transpose (L5) ;
for i=1:k+1

for j= i:k
L(i+1,3+1)=L(i,7);
L(i+1,3+k+2)=L (i, j+k+1);
L(i+1,3+2*k+3)=L (1, j+2*k+2);
L(i+1,3+3*k+4)=L (1, j+3*k+3);
L( ) =L

i+1, §+4*k+5 (i,3+4%k+4) ;

end

end

for i=k+2:2*k+1
for j= 1:k

L(i+1,3+1)=L(i,3)~
L(i+1,3+k+2)=L (1, 3+k+1);
L(i+1,3+2*%k+3)=L (i, §+2*k+2);
L(

L(

i+1,J+3*k+4)=L (i, J+3*k+3);
i+1,J+4*k+5)=L(1i,j+4*k+4);
end

end

for 1=2*k+3:3*k+2
for j= 1:k

L(i+1,3+1)=L(i,3);
L(i+1,3+k+2)=L (1, j+k+1);
L(i+1,§42%k+3)=L(1i,§+2%k+2);
L(i+1,3+43%k+4)=L (1, 3+3*k+3);
L(i+1,§+4%k+5)=L (1, j+4*k+4);

end

end

for i1=3*k+4:4*k+3
for j= 1l:k

L(i+1l,3+1)=L(1i,3);
L(i+1l,3+k+2)=L(i,J+k+1);
L(i+1l,3+2*k+3)=L(1i,j+2*k+2);
L(

L(

i+1,3+3*k+4)=L (i, J+3*k+3);
i+1,3+4*k+5)=L(1i,j+4*k+4);
end

end

for 1i=4*k+5:5*k+4
for j= 1l:k

L(i+1,J+1)=L(i,3);
L(i+1,j+k+2)=L (1, j+k+1);
L(i+l,j+2*k+3)=L (i, j+2*k+2);
L(i+l,j+3*k+4 (1,3+3*k+3);
L(i+1l, J+4*k+5 (i, J+4*k+4);

) =L
) =L
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EK 23. (devam) Ornek 4.2.8°de L’ matrisini elde etmek icin MATLAB kodu

end
end
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